Panepistămio Krăths ` Tmăma Majhmatikÿn JewrÐa Mètrou MiqĹlhc KolountzĹkhc ` Fjinopwrinì exĹmhno 2000-2001 PRWTO DIAGWNISMA

1. Qrhsimopoiÿntac mìno ton orismì tou exwterikoÔ mètrou deÐxte ìti an E ⊆ R^n èqei jetikì mètro tìte gia kĹje ϵ > 0 upĹrqei èna diĹsthma I tètoio ÿste |E ∩ I|_e ≥ (1 − ϵ)|I|.

2. (a) An 0 ≤ ϕ ∈ L^1 deÐxte ìti gia kĹje ϵ > 0 upĹrqei δ > 0 tètoio ÿste |E| < δ sunepĹgetai ∫ E ϕ < ϵ. (b) Oi sunartăseic f_n kai f eÐnai orismènec sto [0, 1] kai f_n → f, katĹ mètro. EpÐshc upĹrqei mia ϕ ∈ L^1 tètoia ÿste |f_n|, |f| ≤ ϕ. DeÐxte ìti f_n → f sthn L^1 metrikă.

3. (a) DeÐxte ìti oi sunartăseic tou tÔpou ∑_N j=1 a_j χ_{Ij} , ìpou a_j ∈ R kai I_j fragmèna diastămata sto R (dhl. tmhmatikĹ stajerèc sunartăseic) eÐnai puknèc ston L^1(R). (b) An f ∈ L^1(R) orÐzoume gia λ ∈ R

c_λ(f) = ∫ R f(x) cos λx dx. DeÐxte ìti |c_λ(f)| ≤ ‖f‖_L1 kai ìti lim_{λ→∞} c_λ(f) = 0.

4. UpologÐste, me plărh aitiolìghsh, to ìrio lim_{n→∞} ∫_n 0 ( 1 − x n )_n e^{x/2} dx.

5. JewreÐste thn upoomĹda G = Z × Q tou R^2 . Gia x, y ∈ R^2 grĹfoume x ∼ y an upĹrqei w ∈ G tètoio ÿste x = y + w.

(a) DeÐxte ìti h ∼ eÐnai sqèsh isodunamÐac kai ìti kĹje klĹsh isodunamÐac tou R^2 perièqei toulĹqiston èna stoiqeÐo pou brÐsketai mèsa sto tetrĹgwno Q = [−10, 10]^2.

(b) ’Estw A ⊆ R^2 sÔnolo pou perièqei akribÿc èna stoiqeÐo apì kĹje klĹsh isodunamÐac to opoÐo epiplèon anăkei sto Q. DeÐxte ìti to A den eÐnai metrăsimo.

6. DeÐxte ìti den upĹrqei Ĺpeirh kai arijmăsimh s-Ĺlgebra uposunìlwn kĹpoiou sunìlou.

7. Gia f, g : [0, 1] → R orÐzoume d(f, g) = ∫_1 0 |f − g| 1 + |f − g| . DeÐxte ìti an f_n, f : [0, 1] → R, tìte f_n → f katĹ mètro an kai mìno an d(f_n, f) → 0.

H diĹrkeia thc exètashc eÐnai 4 ÿrec. ’Olec oi shmeiÿseic prèpei na eÐnai kleistèc. Kală epituqÐa.

HrĹkleio, 4 NoembrÐou 2000