Panepistămio Krăthc ` Tmăma Majhmatikÿn Jèmata AnĹlushc: SeminĹrio ProblhmĹtwn MiqĹlhc KolountzĹkhc ` Earinì exĹmhno 1999-2000

PROODOS

1. ’Estw G èna peperasmèno kateujunìmeno grĹfhma me sÔnolo korufÿn V kai sÔnolo akmÿn E. ’Ena monopĹti sto G eÐnai mia peperasmènh akoloujÐa akmÿn (ìqi kat’ anĹgkh diaforetikÿn) e_1, e_2, . . . , e_n, pou eÐnai tètoiec ÿste gia kĹje i h deÔterh korufă thc akmăc e_i eÐnai h prÿth korufă thc akmăc e_{i+1}. DeÐxte ìti to sÔnolo ìlwn twn peperasmènwn monopatiÿn sto G, opoioudăpote măkouc, eÐnai arijmăsimo. PerigrĹyte dhl. mia diadikasÐa aparÐjmhshc ìlwn twn monopatiÿn me peperasmèno măkoc.

2. An A eÐnai ènac n × n pÐnakac to Ðqnoc, tr(A), tou A orÐzetai wc tr(A) = P_{ni=1 Aii. DeÐxte ìti tr(AB) = tr(BA)} gia opoiousdăpote dÔo n × n pÐnakec A kai B.

3. ’Ena shmeÐo P brÐsketai sto eswterikì enìc tetraèdrou T tou opoÐou h perigeggrammènh sfaÐra èqei aktÐna 1. DeÐxte ìti to P apèqei apìstash mikrìterh ă Ðsh tou 1 apì kĹpoia korufă tou T .

4. ’Estw E ⊆ (0, 1). Mia sullogă apì diastămata I_j , j = 1, 2, . . ., apoteleÐ mia kĹluyh tou E an E ⊆ S1_{j=1} I_j. To măkoc thc kĹluyhc eÐnai o arijmìc (peperasmènoc ă +∞) L = P1_{j=1} |I_j|, ìpou |I| sumbolÐzei to măkoc tou diastămatoc I. SumbolÐzoume me μ�(E) to infimum twn arijmÿn L, gia ìlec tic dunatèc kalÔyeic tou sunìlou E. O arijmìc μ�(E) onomĹzetai exwterikì mètro tou sunìlou E.

DeÐxte ìti an μ�(E) > 0 tìte upĹrqei diĹsthma (a, b) ⊆ (0, 1) tètoio ÿste μ�_{(E ∩ (a, b)) ≥ 0.9(b − a).}

5. Me pìsouc diaforetikoÔc trìpouc mporeÐ kaneÐc na anèbei n skalopĹtia an me kĹje băma anebaÐnei èna ă dÔo skalopĹtia?

H diĹrkeia thc exètashc eÐnai 2 ÿrec. ’Olec oi shmeiÿseic prèpei na eÐnai kleistèc. Kală epituqÐa.

HrĹkleio, 21 Mar. 2000