ÓÅÌÉÍÁÑÉÏ ÐÑÏÂËÇÌÁÔÙÍ ÐñïâëÞìáôá êÜëõøçò 3 ÌáñôSSïõ, 1998

1. Åíá Źíïëï ŁìåSSùí P = {x_1, . . . , , xn} ⊆ [0, 1] × [0, 1] Ýœåé ôçí éäéüôçôá üôé êÜèå ŁìåSSï ôïõ [0, 1]×[0, 1] áðÝœåé áðüŸáŁôï ðïëý ϵ áðü êÜðïéï ŁìåSSï ôïõ P. ÄåSSîôå üôé n ≥ 1 πϵ^2 .

2. ÄSSíåôáé ìéá ïéêïãÝíåéá F áðü (êëåéŸïýò) äSSŐïõò Ÿï åðSSðåäï (üœé áíáãêáŸéêÜ ôçò SSäéáò áêôSSíáò) ìå ôçí éäéüôçôá üôé êáíÝíáò äSSŐïò ôçò F äåí ðåñéÝœåé ôï êÝíôñï åíüò Üëëïõ äSSŐïõ ôçò F. ÄåSSîôå üôé êÜèå ŁìåSSï ôïõ åðéðÝäïõ ðåñéÝœåôáé ôï ðïëý Ğ5 äSSŐïõò.

3. ÅŸù ˙ ⊆ [0, 1] × [0, 1] Ýíá Źíïëï åìâáäïý α êáé C = {Q_1, . . . , Q_n} ìéá ŽëëïãÞ áðü ôåôñÜãùíá äéáöüñùí äéáŸÜĞùí ôùí ïðïSSùí ç ÝíùŁêáëýðôåé ôï ˙.

(a) Áí ï Q_1 åSSíáé ôï ìåãáëýôåñï ôåôñÜãùíï ôçò C, äåSSîôå üôé ôï åìâáäü ôïõ ˙ ðïõ ðåñéÝœåôáé Ÿçí ÝíùŁ ôùí ôåôñáãþíùí ôçò C ðïõ ôÝìíïõí ôïí Q_1 öñÜŮåôáé Üíù áðü 10|Q_1|. (Ìå |E| ŽìâïëSSæïõìå ôï åìâáäü ôïõ Žíüëïõ E.)

(b) ÄåSSîôå üôé ìðïñïýìå íá åðéëÝîïõìå Ýíá õðïŹíïëï

C_1 = {Qj_1 , . . . , Qj_k } ⊆ C

áðü îÝíá áíÜ äýï ôåôñÜãùíá ìå ÜèñïéŘá åìâáäþí ôïõëÜœéŸïí α/20.

ÐáñáôÞñçŁ: Ïé ŸáèåñÝò 10 êáé 20 Ÿá ðáñáðÜíù äåí åSSíáé ïé êáëýôåñåò äõíáôÝò. ÓçìáŇá Ýœåé üôé Ÿï (b) ìðïñïýìå íá äéáëÝîïõìå îÝíá áíÜ äýï ôåôñÜãùíá ìå Žíïëéêü åìâáäü ôïõëÜœéŸïí üŤÝíá ðñïêáèïñéŘÝíï ðïëëáðëÜŊï ôïõ åìâáäïý ôïõ ˙.

4. ÄSSíåôáé ìSSá Üðåéñç áêïëïõèSSá ïñèïãùíSSùí

Rj = [aj, bj] × [cj, dj] ⊆ [0, 1] × [0, 1], j = 1, 2, . . . . (1)

ÄåSSîôå üôé ìðïñïýìå íá êáëýøïõìå ôï åðSSðåäï œñçŊìïðïéþíôáò Ýíá áíôSSãñáöï áðü êÜèå R_j ìåôáöåñìÝíï ĞêÜðïéá èÝŁx_j ∈ R^2 áí êáé ìüíï áí ôï ÜèñïéŘá åìâáäþí ôùí R_j åSSíáé Üðåéñï (ç ìSSá êáôåýèõíŁåSSíáé ðñïöáíÞò).

ÄåSSîôå åðSSŁò üôé ç ŽíèÞêç (1) äåí ìðïñåSS íá ðáñáëåéöèåSS, äçë. üôé õðÜñœåé ìéá áêïëïõèSSá áðü R_j ìå Üðåéñï åìâáäü, ðïõ äåí Ýœïõí üìùò öñáãìÝíåò äéáŸÜĞéò, ðïõ äåí ìðïñåSS íá êáëýøåé ôï åðSSðåäï.

5. Åíá ïñèïãþíéï ôñáðÝæé Ýœåé ôïðïèåôçìÝíá åðÜíù ôïõ 100 SSäéá ŸñïããõëÜ êÝñìáôá (Ýíá êÝñìá èåùñåSSôáé ôïðïèåôçìÝíï ðÜíù Ÿï ôñáðÝæé áíí ôï êÝíôñï ôïõ âñSSŐåôáé ðÜíù Ÿï ôñáðÝæé{üœé êáô’áíÜãêç üëï ôï êÝñìá) ìå ôÝôïéï ôñüðï þŸå íá ìç œùñÜåé íá ìðåSS Üëëï êÝñìá (SSäéï ìå ôá áñœéêÜ) œùñSSò íá åðéêáëýðôåé, ìåñéêþò Þ ðëÞñùò, êÜðïéï áðü ôç Þäç ôïðïèåôçìÝíá.

ÄåSSîôå üôé ìðïñåSS êáíåSSò íá êáëýøåé ðëÞñùò ôï ôñáðÝæé ìå 400, åíäåœïìÝíùò áëëçëïêáëõðôüìåíá, êÝñìáôá.

6. ÅŸù ìéá ïéêïãÝíåéá äSSŐùí äéáöüñùí áêôSSíùí ðïõ åSSíáé ãíÞŊá õðïŹíïëá ôïõ áíïéœôïý ìïíáäéáSSïõ äSSŐïõ êáé ôùí ïðïSSùí ç ÝíùŁéŤýôáé ìå ôïí áíïéœôü ìïíáäéáSSï äSSŐï. ÄåSSîôå üôé ôï ÜèñïéŘá ôùí áêôSSíùí ôùí äSSŐùí áõôþí åSSíáé Üðåéñï áëëÜ ôï ÜèñïéŘá ôùí åìâáäþí ôïõò ìðïñåSS íá åSSíáé êáé ðåðåñáŘÝíï.

7. Íá âñåSSôå Ýíá õðïŹíïëï A ôïõ ìïíáäéáSSïõ êýêëïõ {x ∈ R^2 : |x| = 1} ðïõ íá ìðïñåSS íá áðåéêïíéŸåSS Ğ Ýíá ãíÞŊï õðïŹíïëï ôïõ åáõôïý ôïõ ìå ìéá ŸñïöÞ ôïõ åðéðÝäïõ ãýñù áðü ôï 0.