ÓÅÌÉÍÁÑÉÏ ÐÑÏÂËÇÌÁÔÙÍ #3: ÐñïâëÞìáôá ãéá ðïëõþíõìá 9 ÁðñéëSSïõ, 1998 ÓõìâïëéŘïSS: Ãéá Ýíá äáêôýëéï Þ đìá F ŽìâïëSSæïõìå ìå F [x_1, . . . , x_n] ôï Źíïëï üëùí ôùí ðïëõùíýìùí Ÿéò ìåôáâëçôÝò x_1, . . . , x_n ìå ŽíôåëåŸÝò áðü ôï F . Ôï F ãéá ìáò èá åSSíáé Z, Q, R Þ C. ÅðSSŁò ìå F (x_1, . . . , x_n) ŽìâïëSSæïõìå üëåò ôéò ñçôÝò ŽíáñôÞĞéò (äçë. ðçëSSêá ðïëõùíýìùí) ìå ŽíôåëåŸÝò áðü ôï F . Ìå (f, g) ŽìâïëSSæïõìå ôï ìÝãéŸï êïéíü äéáéñÝôç ôùí ðïëõùíýìùí f êáé g.

1. (á) ÅŸù f ∈ R[x], ìå f(x) > 0, ∀x ∈ R. ÄåSSîôå üôé õðÜñœåé ϵ > 0 þŸå f(x) > ϵ, ∀x ∈ R. (â) ÊáôáŐåõÜŸå Ýíá ðïëõþíõìï f ∈ R[x, y] ðïõ íá ìç ìçäåíSSæåôáé ðïõèåíÜ áëëÜ íá ðáSSñíåé ôéìÝò ïŤäÞðïôå êïíôÜ Ÿï 0 èÝëïõìå.

2. ÅŸù f ∈ C[x], deg f = m, ìå ôçí éäéüôçôá f(n) ∈ Zãéá êÜèå n ∈ N. ÄåSSîôå üôé ôï ðïëõþíõìï ìðïñåSS íá ãñáöåSS f(x) = b_m ( x m ) + b_m�_1 ( x m ) + · · · + b_1 ( x 1 ) + b_0, (1)

ìå b_i ∈ Z, i = 0, . . . , m, üðïõ^{(x}_k^) ïñSSæåôáé ùò^1_{k!} x(x − 1) · · · (x − k + 1). ÅðSSŁò äåSSîôå üôé Ýíá ðïëõþíõìï ôçò ìïñöÞò (1) Ýœåé f(N) ⊆ Zìüíï áí üëá ôá b_i åSSíáé áêÝñáéá.

3. Ç ñçôÞ ŽíÜñôçŁf ∈ C(x) Ýœåé ôçí éäéüôçôá f(N) ⊆ Q. ÄåSSîôå üôé f = p/q, üðïõ p, q ∈ Z[x] êáé (p, q) = 1.

4. Ôï Źíïëï A ⊆ R^d ëÝãåôáé ðïëõùíõìéêü áí

A = {x = (x_1, . . . , x_n) ∈ R^n : f_1(x) = · · · = f_k(x) = 0},

ãéá êÜðïéá ðïëõþíõìá f_i ∈ R[x_1, . . . , x_n], i = 1, . . . , k.

ÄåSSîôå üôé áí ôï A åSSíáé ðïëõùíõìéêü ôüôå õðÜñœåé öõŊêüò N êáé Ýíá ðïëõþíõìï f ∈ R[x_1, . . . , x_n, y_1, . . . , y_N ] Ÿï ïðïSSï ç êÜèå ìåôáâëçôÞ åìöáíSSæåôáé ìå âáèìü ìÝœñé 4 ôÝôïéï þŸå A =^{x ∈ R^n : ∃y ∈ R^N f(x, y) = 0^}.

5. (á) f ∈ C[z] êáé ÝŸù H ⊂ C Ýíá çìéåðSSðåäï ôïõ ìéãáäéêïý åðéðÝäïõ. Áí üëåò ïé ñSSæåò ôïõ f âñSSŐïíôáé Ÿï H äåSSîôå üôé êáé üëåò ïé ñSSæåò ôïõ f0 âñéŐïíôáé Ÿï H.

(â) Áí üëåò ïé ñSSæåò ôïõ f âñSSŐïíôáé ìÝĆŸï ìïíáäéáSSï äSSŐï {z : |z| ≤ 1} äåSSîôå üôé ôï SSäéï ŽìâáSSíåé êáé ãéá ôéò ñSSæåò ôïõ f0.

6. (á) (Gauss) ÅŸù f ∈ Z[x], deg f = n, êáé f = g · h üðïõ ôá g, h ∈ Q[x] Ýœïõí âáèìü < n. ÄåSSîôå üôé õðÜñœïõí a, b ∈ Z[x], ìå âáèìü < n ôÝôïéá þŸå f = a · b (äçë., áí ôï f ðáñáãïíôïðïéåSSôáé Ÿï Q[x] ôüôå ðáñáãïíôïðïéåSSôáé êáé Ÿï Z[x]).

7. (á) (Eisenstein) f(x) = a_nx^n + · · · + a_1x + a_0 ∈ Z[x], p ðñþôïò, p | a_i (äéáéñåSS ôï a_i) ãéá 0 ≤ i < n,

p - an, p^2 - a0. Ôüôå ôï f åSSíáé áíÜãùãï ðïëõþíõìï Ÿï Q[x] (äåí Ýœåé äçëáäÞ ãíÞŊïõò äéáñÝôåò Ÿï Q[x]).

(â) Áí p ðñþôïò, äåSSîôå üôé ôï ðïëõþíõìï f(x) = 1 + x + x^2 + · · · + x^p�^1 åSSíáé áíÜãùãï Ÿï Q[x] (õðüäåéîç: åîåôÜŸå ôï ðïëõþíõìï f(x + 1)).

8. Áí ïé a_1, . . . , a_n åSSíáé äéáöïñåôéêïSS áêÝñáéïé, äåSSîôå üôé ôï ðïëõþíõìï

f(x) = (x − a_1) · · · (x − a_n) − 1

åSSíáé áíÜãùãï Ÿï Q[x].