Tupikèc Glÿssec kai Upologisimìthta

MiqĹlhc KolountzĹkhc Tmăma Majhmatikÿn Panepistămio Krăthc Lewfìroc KnwsoÔ 714 09 HrĹkleio

E-mail: kolount@member.ams.org WWW: http://fourier.math.uoc.gr/~ mk

20 SeptembrÐou 2004

2

Perieqìmena

1 Eisagwgă kai Majhmatikì Upìbajro 5 1.1 AlfĹbhta, lèxeic kai glÿssec . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 1.2 Grafămata . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 1.3 Sqèseic pĹnw se sÔnola, sqèseic isodunamÐac, metabatikă kleistìthta . . . . . . . . . . . . . 9

2 Autìmata 13 2.1 NteterministikĹ Autìmata . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13 2.2 Mh nteterministikĹ autìmata . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 2.3 IsodunamÐa NFA kai DFA. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 2.4 NFA me ϵ-kinăseic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22 2.5 IsodunamÐa ϵ-NFA kai NFA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

3 Kanonikèc ekfrĹseic kai glÿssec 27 3.1 Kanonikèc ekfrĹseic kai oi glÿssec touc . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27 3.2 Kanonikìthta glwssÿn twn automĹtwn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28 3.3 Kleistìthta kanonikÿn glwssÿn kĹtw apì aplèc prĹxeic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31 3.4 To Lămma ’Antlhshc kai mh kanonikèc glÿssec . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

4 Algìrijmoi gia DFA. 37 4.1 Pìte èna DFA anagnwrÐzei kenă ă Ĺpeirh glÿssa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37 4.2 Sqèseic isodunamÐac gia glÿssec kai autìmata. Jeÿrhma Myhill–Nerode . . . . . . . . . . . 39 4.3 ElaqistopoÐhsh DFA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

5 Context free grammatikèc kai glÿssec 43 5.1 ’Enac trìpoc perigrafăc aplÿn arijmhtikÿn ekfrĹsewn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43 5.2 Orismìc context free grammatikÿn kai twn glwssÿn touc . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44 5.3 ’Ena endiafèron parĹdeigma me plărh apìdeixh . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45 5.4 Oi kanonikèc glÿssec eÐnai kai context free . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47 5.5 To autìmato me stoÐba (Push Down Automaton) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

4 PERIEQ§OMENA 5.6 ParadeÐgmata PDA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50 5.7 To Lămma ’Antlhshc gia context free glÿssec, kai h efarmogă tou . . . . . . . . . . . . . . . 52

6 Upologisimìthta 53 6.1 UpologÐsimec sunartăseic kai anadromikĹ sÔnola . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53 6.2 Mh upologÐsimec sunartăseic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54 6.3 To Halting Problem. ’Alla mh apofasÐsima problămata sta MajhmatikĹ. . . . . . . . . . . . 56 6.4 AnadromikĹ aparijmăsima (a.a.) sÔnola. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

KefĹlaio 1

Eisagwgă kai Majhmatikì Upìbajro

1.1 AlfĹbhta, lèxeic kai glÿssec

Orismìc 1. (AlfĹbhto) AlfĹbhto eÐnai èna opoiodăpote mh kenì peperasmèno sÔnolo, tou opoÐou ta stoiqeÐa onomĹzoume sÔmbola ă grĹmmata .

ParĹdeigma 1. To duadikì alfĹbhto Σ_2 = {0, 1}. Upì mÐa ènnoia autì eÐnai to plèon endiafèron alfĹbhto. ’Enac lìgoc eÐnai ìti autì eÐnai to alfĹbhto pou qrhsimopoieÐtai stouc shmerinoÔc upologistèc. O shmantikìteroc ìmwc lìgoc eÐnai ìti to Σ_2 mporeÐ na <<mimhjeÐ>> apotelesmatikĹ opoiodăpote Ĺllo alfĹbhto. To ti shmaÐnei autì elpÐzoume na gÐnei xekĹjaro argìtera.

ParĹdeigma 2. To alfĹbhto Σ_{GR} = {A, B, Γ, . . . , α, β, γ, . . . , ω, . . .} perilambĹnei ìla ta grĹmmata kai shmeÐa stÐxhc thc Ellhnikăc glÿssac.

Orismìc 2. (Lèxh) Lèxh pĹnw apì èna alfĹbhto Σ lègetai mia peperasmènh akoloujÐa α = α_1 . . . α_n grammĹtwn α_i ∈ Σ, endeqomènwc kai kenă (dhl. me n = 0).

O arijmìc n ≥ 0 lègetai măkoc thc lèxhc α kai sumbolÐzetai me |α|.

H kenă lèxh sumbolÐzetai pĹnta me to ϵ.

Me Σ^∗ sumbolÐzoume to sÔnolo ìlwn twn lèxewn pĹnw apì to alfĹbhto Σ.

ParĹdeigma 3. H w = 0101 eÐnai mia lèxh pĹnw apì to duadikì alfĹbhto Σ_2, me măkoc |w| = 4.

Orismìc 3. (Glÿssa) Mia glÿssa L pĹnw apì èna alfĹbhto Σ eÐnai èna opoiodăpote sÔnolo, peperasmèno ă Ĺpeiro, lèxewn pĹnw apì to Σ. Wc sunăjwc sta majhmatikĹ me |L| sumbolÐzoume ton plhjĹrijmo thc L.

ParĹdeigma 4. To kenì sÔnolo ∅ apoteleÐ mia glÿssa pĹnw apì opoiodăpote alfĹbhto Σ pou ja to onomĹzoume kenă glÿssa .

ParĹdeigma 5. An eÐnai Σ èna alfĹbhto tìte, kataqrhstikĹ, sumbolÐzoume pĹli me Σ th glÿssa pĹnw apì to Σ pou apoteleÐtai apì ìlec tic dunatèc lèxeic me akribÿc èna grĹmma, to Ðdio dhl. to alfĹbhto me mÐa ènnoia.

ParĹdeigma 6. To sÔnolo Σ^∗ ìlwn twn lèxewn pĹnw apì èna alfĹbhto Σ eÐnai h plărhc glÿssa pĹnw apì to Σ. Gia opoiodăpote Σ aută eÐnai mia Ĺpeirh glÿssa pou perièqei wc upoglÿssec (uposÔnola) ìlec tic glÿssec pĹnw apì to Σ.

ParĹdeigma 7. To sÔnolo E ìlwn twn epwnÔmwn pou emfanÐzontai ton thlefwnikì katĹlogo Krăthc tou 2003 apoteleÐ mia glÿssa pĹnw apì to alfĹbhto Σ_{GR} twn grammĹtwn kai shmeÐwn stÐxhc thc ellhnikăc glÿssac (upojètoume edÿ ìti den qrhsimopoioÔntai poujenĹ grĹmmata tou latinikoÔ alfabătou ston katĹlogo). H E eÐnai mia peperasmènh allĹ megĹlh glÿssa.

ParĹdeigma 8. To sÔnolo Q = { w ∈ Σ^∗_2 : ∃k ∈ N : |w| = k^2 } eÐnai h glÿssa ìlwn twn duadikÿn lèxewn me măkoc pou eÐnai tèleio tetrĹgwno. Profanÿc prìkeitai gia mia Ĺpeirh glÿssa.

ParĹdeigma 9. To sÔnolo L_k ìlwn twn lèxewn tou Σ_2 me măkoc akribÿc k, ìpou k eÐnai ènac fusikìc arijmìc, eÐnai mia peperasmènh upoglÿssa tou Σ^∗_2.

’Askhsh 1. BreÐte to |L_k|. An M_k eÐnai h upoglÿssa tou Σ^∗_2 pou apoteleÐtai apì ìlec tic lèxeic me măkoc to polÔ k, breÐte to |M_k|.

’Askhsh 2. Pìsec lèxeic măkouc n upĹrqoun pĹnw apì èna alfĹbhto me k grĹmmata?

ParĹdeigma 10. Ac eÐnai Σ_A to alfĹbhto pou apoteleÐtai apì ta grĹmmata tou latinikoÔ alfabătou, mikrĹ kai kefalaÐa, ta dekadikĹ yhfÐa, shmeÐa stÐxhc, parenjèseic, agkÔlec, ton leukì (space) qaraktăra (na mh sugqèetai me thn kenă lèxh ϵ), to qaraktăra allagăc grammăc (carriage return), kai genikĹ ìla ta sÔmbola pou emfanÐzontai se èna sÔgqrono plhktrolìgio upologistă. Autì to alfĹbhto onomĹzetai kai alfĹbhto ASCII^1.

H glÿssa L_C eÐnai ekeÐno to sÔnolo apì lèxeic tou Σ^∗_A pou apoteloÔn suntaktikĹ swstĹ progrĹmmata sth glÿssa programmatismoÔ C . An den eÐste gnÿstec thc glÿssac autăc allĹ kĹpoiac Ĺllhc, mporeÐte na orÐsete thn antÐstoiqh glÿssa. ’Ena prìgramma loipìn den eÐnai tÐpote Ĺllo apì mia lèxh se èna katĹllhlo alfĹbhto. An autì xenÐzei na jumÐsoume ìti kai oi qaraktărec allagăc grammăc brÐskontai mèsa sto alfĹbhto, kai Ĺra mia lèxh tou L_A mporeÐ na perièqei ta grĹmmata enìc olìklhrou arqeÐou keimènou.

To L_C eÐnai mia Ĺpeirh glÿssa afoÔ den upĹrqei Ĺnw ìrio sto mègejoc enìc suntaktikĹ swstoÔ progrĹmmatoc, kai Ĺra upĹrqoun Ĺpeira tètoia.

Orismìc 4. (Sugkìllhsh lèxewn, prìjema kai epÐjema lèxhc) An α = α_1 . . . α_m kai β = β_1 . . . β_n eÐnai dÔo lèxeic pĹnw apì to alfĹbhto Σ me măkh m kai n, tìte orÐzoume th sugkìllhsh (concatenation) αβ na eÐnai h lèxh αβ = α_1 . . . α_mβ_1 . . . β_n, pou èqei măkoc to Ĺjroisma twn mhkÿn.

Mia lèxh π lègetai prìjema (prefix) miac lèxhc α an upĹrqei lèxh β t.ÿ. α = πβ. OmoÐwc h π lègetai epÐjema (suffix) thc α an upĹrqei β t.ÿ. α = βπ.

Tèloc, mia lèxh π lègetai upolèxh thc w an upĹrqoun lèxeic α, kai β, endeqomènwc kenèc, tètoiec ÿste w = απβ. Paratărhsh 1. Profanÿc isqÔei pĹnta αϵ = ϵα = α, gia kĹje lèxh α.

EÐnai fanerì ìti mia lèxh me măkoc n èqei akribÿc n + 1 projèmata kai Ĺlla tìsa epijèmata.

EpÐshc h sugkìllhsh lèxewn eÐnai mia prĹxh mh antimetajetikă, afoÔ an α = 01 kai β = 00 tìte αβ = 0100 ≠ 0001 = βα.

ParĹdeigma 11. An Σ = {a, b, c} tìte h sugkìllhsh twn lèxewn abc kai bb eÐnai h lèxh abcbb.

ParĹdeigma 12. Ta projèmata thc lèxhc abcd (den èqei shmasÐa se poio alfĹbhto douleÔoume) eÐnai oi lèxeic ϵ, a, ab, abc, abcd. Ta epijèmata eÐnai oi lèxeic abcd, bcd, cd, d, ϵ. 1Gia thn akrÐbeia o kÿdikac ASCII eÐnai èna standard antistoÐqishc ìlwn twn sumbìlwn pou anafèrame parapĹnw stouc arijmoÔc 0-127. To standard autì akoloujeÐtai sămera se ìlouc touc upologistèc

1.2. GRAF§HMATA 7 Paratărhsh 2. An τ eÐnai grĹmma enìc alfabătou Σ tìte sumbolÐzoume epÐshc me τ th glÿssa pĹnw apì to Σ pou perièqei mìno mia lèxh, th lèxh τ, pou èqei mìno èna grĹmma. Orismìc 5. (Sugkìllhsh glwssÿn) An L_1, L_2 eÐnai dÔo glÿssec pĹnw apì to Σ orÐzoume th sugkìllhsh L_1L_2 autÿn na eÐnai h glÿssa L_1L_2 = {xy : x ∈ L_1, y ∈ L_2}.

ApoteleÐtai dhl. h L_1L_2 apì ìlec tic lèxeic pou prokÔptoun wc sugkìllhsh miac lèxhc apì thn L_1 me mia lèxh thc L_2.

OrÐzoume epÐshc L^0 = {ϵ} kai, gia n ≥ 1, L^n = LL · · · L (sugkìllhsh thc L me ton eautì thc n forèc). Tèloc orÐzoume L^∗ = ∞⋃ k=0 L^k kai L^+ = ∞⋃ k=1 L^k.

ParĹdeigma 13. ’Estw L = {00, 11, ϵ}. Tìte L^∗ = L^+ eÐnai h glÿssa pou apartÐzetai apì ìlec ekeÐnec tic lèxeic apì 0 ă 1 me Ĺrtio măkoc ìpou to prÿto grĹmma eÐnai Ðdio me to deÔtero, to trÐto me to tètarto klp. H kenă lèxh anăkei sthn L^∗.

’Askhsh 3. PerigrĹyte th glÿssa 1^∗ pĹnw apì to duadikì alfĹbhto Σ_2. ’Askhsh 4. DeÐxte ìti gia kĹje glÿssa L kai fusikoÔc arijmoÔc m, n isqÔei L^{m+n} = L^mL^n. ’Askhsh 5. An L eÐnai mia opoiadăpote glÿssa pou den perièqei thn kenă lèxh ϵ, poia eÐnai akribÿc h diaforĹ twn glwssÿn L^∗ kai L^+? AllĹzei kĹti sthn apĹnthsh an ϵ ∈ L? ’Askhsh 6. BebaiwjeÐte ìti katalabaÐnete ti perigrĹfei h glÿssa {+, −, ϵ}1{0, 1}^∗. (Prìkeitai gia sugkìllhsh triÿn glwssÿn.) ’Otan, ìpwc edÿ, den perigrĹfoume to alfĹbhto, autì sunĹgetai apì ìla ta sÔmbola pou èqoun qrhsimopoihjeÐ, sthn prokeimènh perÐptwsh dhladă Σ = {0, 1, +, −}.

1.2 Grafămata

Orismìc 6. (Kateujunìmeno grĹfhma) ’Ena kateujunìmeno grĹfhma G eÐnai èna zeÔgoc apì dÔo sÔnola V kai E kai mia sunĹrthsh (pollaplìthta akmăc) m : E → N. To sÔnolo V lègetai sÔnolo korufÿn ă kìmbwn kai to sÔnolo akmÿn E eÐnai èna uposÔnolo tou V × V = {(u, v) : u, v ∈ V }. An to zeÔgoc (u, v) anăkei sto E lème ìti upĹrqei toulĹqiston mia akmă apì to u sto v. ’Ena kateujunìmeno grĹfhma to zwgrafÐzoume sunăjwc sa mia sullogă apì korufèc kai akmèc pou tic enÿnoun, ìpwc sto Sqăma 1 parakĹtw. Lègetai kateujunìmeno epeidă upĹrqei h ènnoia thc kateÔjunshc pĹnw stic akmèc. Oi de akmèc mporoÔn na enÿnoun kai mia korufă me ton eautì thc, ìpwc epÐshc mporoÔn na upĹrqoun kai pollaplèc akmèc pou enÿnoun to Ðdio zeÔgoc korufÿn. To pìsec akmèc enÿnoun thn korufă u me thn korufă v (apì to u proc to v) dÐdetai apì ton arijmì m(u, v), pou eÐnai ènac jetikìc akèraioc.

ParĹdeigma 14. Sto Sqăma 1 paristĹnetai to grĹfhma G = (V, E, m) me V = {1, 2, 3, 4}, E = {(2, 3), (2, 4), (3, 1), (4, 2), (4, 3)} kai pollaplìthta m pou eÐnai 1 gia kĹje akmă ektìc apì th (2,3) gia thn opoÐa èqoume m(2, 3) = 2.

Sqăma 1. Ena kateujunìmeno grĹfhma me 4 korufèc kai 5 akmèc. MÐa apì tic akmèc èqei pollaplìthta 2.

Prèpei na tonÐsoume edÿ ìti se èna kateujunìmeno grĹfhma (sunăjwc ja lème aplÿc grĹfhma antÐ gia kateujunìmeno grĹfhma ìtan eÐnai xakĹjaro ti ennoÔme) den èqei kamÐa shmasÐa o trìpoc pou to sqediĹzoume pĹnw sto qartÐ, allĹ autì pou mac endiafèrei eÐnai mìno poia korufă sundèetai me poia, kai me ti pollaplìthta.

Orismìc 7. (Diadoqikèc korufèc) Se èna kateujunìmeno grĹfhma G h korufă v lègetai diadoqikă thc korufăc u an upĹrqei akmă (u, v).

Orismìc 8. (MonopĹtia se grafămata) Se èna kateujunìmeno grĹfhma monopĹti apoteleÐ mia opoiadăpote peperasmènh akoloujÐa korufÿn

π = u_0u_1 . . . u_n,

ìpou h akmă u_{i+1} eÐnai diadoqikă thc u_i gia kĹje i = 0, . . . , n − 1.

O arijmìc n lègetai măkoc tou monopatioÔ.

An oi korufèc u_0 kai u_n sumpÐptoun tìte to monopĹti lègetai kai kÔkloc.

ParĹdeigma 15. Sto Sqăma 1 to 24231 eÐnai èna monopĹti măkouc 4. To 424 eÐnai kÔkloc.

’Askhsh 7. ’Estw kateujunìmeno grĹfhma G me n korufèc kai monopĹti sto G mè măkoc k ≥ n. DeÐxte ìti to monopĹti perièqei èna kÔklo.

’Askhsh 8. An se èna kateujunìmeno grĹfhma G upĹrqei èna monopĹti me măkoc megalÔtero ă Ðso apì to plăjoc twn korufÿn tìte upĹrqoun Ĺpeira to plăjoc diaforetikĹ monopĹtia sto G.

’Otan den mac endiafèrei h kateÔjunsh pĹnw stic akmèc enìc grafămatoc kai den epitrèpoume pollaplèc akmèc apì mia korufă se mia Ĺllh tìte èqoume mh kateujunìmena, aplĹ grafămata. Sta grafămata auta genikeÔontai kata profană trìpo oi ènnoiec twn diadoqikÿn korufÿn kajÿc kai twn monopatiÿn.

Orismìc 9. (Mh kateujunìmeno, aplì grĹfhma) ’Ena mh kateujunìmeno, aplì grĹfhma G eÐnai èna zeÔgoc apì dÔo sÔnola V kai E. To sÔnolo V lègetai sÔnolo korufÿn ă kìmbwn kai to sÔnolo akmÿn E eÐnai èna uposÔnolo tou ( V 2 ) = {{u, v} : u, v ∈ V, u ≠ v}.

To E dhl. apartÐzetai apì dimelă uposÔnola tou sunìlou twn korufÿn. An to sÔnolo {u, v} anăkei sto E tìte lème ìti h akmă uv upĹrqei sto grĹfhma G.

1.3. SQ§ESEIS P§ANW SE S§UNOLA, SQ§ESEIS ISODUNAM§IAS, METABATIK§H KLEIST§OTHTA 9

1.3 Sqèseic pĹnw se sÔnola, sqèseic isodunamÐac, metabatikă kleistìthta

Orismìc 10. (Sqèsh pĹnw se èna sÔnolo) Sqèsh R pĹnw se èna sÔnolo A eÐnai èna opoiodăpote uposÔnolo R ⊆ A × A.

GrĹfoume sunăjwc x R y antÐ gia (x, y) ∈ R.

ParĹdeigma 16. An A = R, to sÔnolo twn pragmatikÿn arijmÿn, orÐzoume th sqèsh R = { (x, y) ∈ R^2 : x ≤ y } . AntÐ gia x R y grĹfoume katĹ parĹdosh x ≤ y.

ParĹdeigma 17. An A = Z, to sÔnolo twn akeraÐwn, kai m ∈ Z eÐnai ènac dosmènoc akèraioc, m ≠ 0, orÐzoume R = { (x, y) ∈ Z^2 : m|y − x } . AntÐ gia x R y grĹfoume x ∼_m y kai diabĹzoume <<to x eÐnai isoupìloipo mod m me to y>>. Me lÐgh skèyh blèpoume ìti autì sumbaÐnei an kai mìno an ta x kai y afănoun to Ðdio upìloipo diairoÔmena me m.

ParĹdeigma 18. ’Ena tetrimmèno parĹdeigma eÐnai h plărhc sqèsh A × A, sthn opoÐa dÔo opoiadăpote stoiqeÐa tou A sqetÐzontai metaxÔ touc.

ParĹdeigma 19. An A = Z, orÐzoume x R y an kai mìno an 2|x − y ă 3|x − y.

Orismìc 11. (Sqèseic anaklastikèc, summetrikèc kai metabatikèc)

Mia sqèsh R lègetai anaklastikă an x R x gia kĹje x ∈ A, summetrikă an x R y ⇒ y R x kai, tèloc, metabatikă an (x R y & y R z) ⇒ x R z.

An mia sqèsh èqei kai tic treic autèc idiìthtec tìte lègetai sqèsh isodunamÐac.

ParĹdeigma 20. Sto parĹdeigma 16 h sqèsh eÐnai anaklastikă kai metabatikă allĹ ìqi summetrikă. Sto parĹdeigma 17 h sqèsh èqei kai tic treic idiìthtec kai eÐnai sunepÿc mia sqèsh isodunamÐac. Tèloc sto parĹdeigma 19 h sqèsh eÐnai anaklastikă kai summetrikă allĹ ìqi kai metabatikă.

’Askhsh 9. ’Estw G kateujunìmeno grĹfhma me sÔnolo korufÿn V . OrÐzoume th sqèsh R sto V : u R v an upĹrqei monopĹti pĹnw sto G pou xekinĹ apì to u kai katalăgei sto v. EÐnai h sqèsh R anaklastikă, summetrikă, metabatikă?

’Askhsh 10. GrĹfoume x R y gia duo akeraÐouc x kai y an x | y (o x diaireÐ ton y). DeÐxte ìti h sqèsh R eÐnai anaklastikă kai metabatikă.

’Askhsh 11. ’Estw R_1 kai R_2 dÔo sqèseic orismènec panw sto Ðdio sÔnolo. An eÐnai anaklastikèc (ant. summetrikèc, metabatikèc) deÐxte ìti h sqesh R_1 ∩R_2 eÐnai epÐshc anaklastikă (ant. summetrikă, metabatikă). DeÐxte to Ðdio kai gia thn tomă R = ⋂ j∈J R_j miac oikogèneiac sqèsewn, ìpou to sÔnolo deiktÿn J den eÐnai kat’ anĹgkh peperasmèno, allĹ mporeÐ na eÐnai opoiodăpote sÔnolo.

’Askhsh 12. OrÐzoume th sqèsh R sto sÔnolo Σ^∗_2 (to sÔnolo ìlwn twn lèxewn pou mporeÐ kaneÐc na ftiĹxei me ta grĹmmata 0 kai 1) ÿste na èqoume xRy, gia dÔo lèxeic x kai y, an kai mìno an h x eÐnai prìjema thc y. EÐnai h sqèsh R anaklastikă, summetrikă, metabatikă?

Jeÿrhma 1. (’Uparxh metabatikăc kleistìthtac) ’Estw R mia sqèsh pĹnw se èna sÔnolo A. Tìte upĹrqei monadikă sqèsh R^+ orismènh pĹnw sto sÔnolo A, pou perièqei thn R, eÐnai metabatikă kai perièqetai se kĹje Ĺllh metabatikă sqesh pou perièqei thn R. Upì aută thn ènnoia eÐnai h elĹqisth metabatikă sqèsh pou perièqei thn R kai thn onomĹzoume metabatikă kleistìthta ă metabatikă jăkh thc R.

Apìdeixh. OrÐzoume thn klĹsh K pou apartÐzetai apì ìlec ti sqèseic X pou perièqoun thn R kai eÐnai tautìqrona metabatikèc. H klĹsh K eÐnai sÐgoura mh kenă mia kai perièqei thn plărh sqèsh A×A. OrÐzoume tÿra th sqèsh R^+ wc R^+ = ⋂ X∈K X.

EÐnai profanèc ìti R ⊆ R^+, kai ìti kaje metabatikă sqèsh pou perièqei thn R, dhl. kĹje sqèsh pou anăkei sthn klĹsh K, perièqei thn R^+. To ìti h R^+ eÐnai h Ðdia metabatikă prokÔptei apì thn ’Askhsh 11. □ Paratărhsh 3. UpĹrqei kai ènac Ĺlloc trìpoc na doÔme th sqèsh R^+, ex Ðsou shmantikìc me ton tupikì orismì. To na mhn eÐnai mia sqèsh R metabatikă shmaÐnei ìti upĹrqoun zeÔgh (a, b), (b, c) ∈ R allĹ (a, c) /∈ R. Gia na metatrèyoume loipìn th sqèsh R sth sqèsh R^+, thn fielĹqisth metabatikă sqèsh pou perièqei thn Rfl, prosjètoume sth sqèsh R ta zeugĹria autĹ pou leÐpoun, mèqri na mh qreiĹzetai na prosjèsoume Ĺlla. FusikĹ, aută h diadikasÐa pou mìlic perigrĹyame, gia na èqei nìhma, prèpei kĹpoia stigmă na teleiÿsei. Kai autì den eÐnai prìblhma gia sqèseic R pou eÐnai peperasmènec (tètoiec eÐnai, gia parĹdeigma, ìlec oi sqèseic orismènec se peperasmèno sÔnolo A) allĹ ìtan jèloume na orÐsoume to R^+ gia Ĺpeirec sqèseic R prèpei na qrhsimopoiăsoume ton orismì pou dÿsame pio pĹnw me thn, en dunĹmei, Ĺpeirh tomă.

’Askhsh 13. An mia sqèsh R eÐnai anaklastikă kai summetrikă tìte h R^+ eÐnai sqèsh isodunamÐac.

ParĹdeigma 21. ’Estw A to sÔnolo ìlwn twn anjrÿpwn pou èqoun zăsei potè. ’Estw R h sqèsh thc gènnhshc. ’Eqoume dhl. x R y gia dÔo anjrÿpouc x kai y an o x eÐnai gonèac tou y. EÐnai fanerì ìti h sqèsh R den eÐnai metabatikă (afoÔ, p.q. oi pappoÔdec den èqoun gennăsei ta eggìnia). H metabatikă kleistìthta R^+ thc R eÐnai h sqèsh twn apogìnwn. ’Eqoume dhl. x R^+ y an kai mìno an o y eÐnai apìgonoc tou x (o y èqei gennhjeÐ apì kĹpoion pou èqei gennhjeÐ apì kĹpoion, klp, pou èqei gennhjeÐ apì ton x).

ParĹdeigma 22. DeÐqnoume tÿra ìti h metabatikă kleistìthta tou ParadeÐgmatoc 19, parapĹnw, eÐnai h plărhc sqèsh stouc akeraÐouc, dhl. kĹje dÔo akèraioi sqetÐzontai metaxÔ touc. PrĹgmati, an poÔme R th sqèsh 19, tìte x R^+ x gia kĹje x ∈ Z afoÔ to 0 diareÐtai apì to 2 (kai to 3). EpÐshc apodeiknÔoume me epagwgă, wc proc to jetikì arijmì k, ìti gia kĹje x ∈ Z isqÔei x R^+ x + k kai x + k R^+ x. DeÐqnoume mìno to prÿto mia kai to deÔtero eÐnai entelÿc antÐstoiqo. Gia k = 1 prèpei na deÐxoume ìti x R^+ x + 1. AllĹ x R x + 3 (diaforĹ Ðsh me 3) kai x + 3 R x + 1 (diaforĹ Ðsh me 2) kai epeidă R ⊆ R^+ èqoume epÐshc x R^+ x + 3, x + 3 R^+ x + 1 kai apì th metabatikìthta thc R^+ èqoume x R^+ x + 1.

Upojètoume tÿra x R^+ x + k gia kĹpoio k kai gia kĹje x kai pĹme na deÐxoume x R^+ x + k + 1. AllĹ èqoume x R^+ x + k kai apì to băma 1 èqoume x + k − 1 R^+ x + k. Apì metabatikìthta èqoume x R^+ x + k + 1, pou teleiÿnei thn apìdeixh.

’Askhsh 14. Gia duo akeraÐouc x kai y grĹfoume x R y an to |x − y| isoÔtai me 15 ă 13. Poia h metabatikă kleistìthta thc sqèshc R?

’Askhsh 15. ’Estw Σ = {a, b, c} kai R h sqèsh pĹnw sto Σ^∗ pou orÐzetai wc x R y an kai mìno an y = xa ă y = xb. PerigrĹyte th metabatikă kleistìthta thc R.

Orismìc 12. (IsodÔnama stoiqeÐa, klĹseic isodunamÐac) An R eÐnai mia sqèsh isodunamÐac pĹnw se èna sÔnolo A, x, y ∈ A, kai x R y tìte ta x kai y onomĹzontai R-isodÔnama stoiqeÐa ă aplÿc isodÔnama.

’Ena mh kenì uposÔnolo K ⊆ A onomĹzetai klĹsh isodunamÐac thc sqèshc R an kĹje dÔo stoiqeÐa tou K eÐnai metaxÔ touc R-isodÔnama kai, epÐ plèon, an x ∈ K kai x R y tìte èpetai ìti kai y ∈ K.

’Askhsh 16. Poiec apì tic parakĹtw sqèseic sto sÔnolo {1, 2, 3, 4} eÐnai sqèseic isodunamÐac?

1. {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4)}.

2. {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4)}.

3. {(1, 1), (1, 2), (1, 4), (2, 2), (2, 4), (3, 3), (4, 1), (4, 2), (4, 4)}.

Jeÿrhma 2. (Diamèrish tou sunìlou se klĹseic isodunamÐac) (a) An R eÐnai mia sqèsh isodunamÐac pĹnw se èna sÔnolo A kai K_1, K_2 eÐnai dÔo diaforetikèc klĹseic isodunamÐac thc R tìte K_1 ∩ K_2 = ∅.

(b) To sÔnolo A grĹfetai wc xènh ènwsh klĹsewn isodunamÐac. ’Etsi dÔo stoiqeÐa tou A eÐnai metaxÔ touc isodÔnama an kai mìno an anăkoun sthn Ðdia klĹsh isodunamÐac.

1.3. SQ§ESEIS P§ANW SE S§UNOLA 11

Apìdeixh. (a) ’Estw x ∈ K_1 ∩ K_2. An K_1 ≠ K_2 tìte upĹrqei kĹpoio stoiqeÐo tou enìc sunìlou pou den anăkei sto Ĺllo. QwrÐc blĹbh thc genikìthtac ac upojèsoume pwc y ∈ K_1 \ K_2. ’Omwc epeidă x, y ∈ K_1 kai K_1 eÐnai klĹsh èpetai ìti x R y. AllĹ autì sunepĹgetai ìti kai y ∈ K_2 mia kai h K_2 eÐnai klĹsh, Ĺtopo giatÐ upojèsame alliÿc. ’Ara ta K_1, K_2 eÐnai metaxÔ touc xèna.

(b) ’Estw X to sÔnolo ìlwn twn klĹsewn isodunamÐa thc R. IsqÔei tìte A = ⋃ K∈X K, mia kai kĹje stoiqeÐo tou A anăkei se kĹpoia klĹsh isodunamÐac (gia parĹdeigma sto sÔnolo ìlwn twn stoiqeÐwn tou A pou eÐnai isodÔnama proc autì ` autì eÐnai mia klĹsh isodunamÐac). Ta sÔnola pou summetèqoun sthn parapĹnw ènwsh eÐnai anĹ dÔo xèna, sÔmfwna me to (a), Ĺra to A diamerÐzetai stic klĹseic isodunamÐac tou wc proc th sqèsh isodunamÐac R. □ Orismìc 13. (DeÐkthc mia sqèshc isodunamÐac) An R eÐnai mia sqèsh isodunamÐac pĹnw se èna sÔnolo A o plhjĹrijmoc tou sunìlou twn klĹsewn isodunamÐac onomĹzetai deÐkthc thc sqèshc R, kai mporeÐ fusikĹ na eÐnai peperasmènoc ă Ĺpeiroc.

’Askhsh 17. Se èna dwmĹtio brÐskontai Ĺndrec kai gunaÐkec kai forĹne mploÔzec qrÿmatoc kìkkinou, prĹsinou ă mplè. An x kai y eÐnai dÔo Ĺtoma grĹfoume x R y gia na dhlÿsoume ìti ta dÔo Ĺtoma eÐnai tou Ðdiou fÔlou kai forĹne to Ðdio qrÿma. DeÐxte ìti h R eÐnai mia sqèsh isodunamÐac kai perigrĹyte tic klĹseic isodunamÐac. Poiec eÐnai oi klĹseic isodunamÐec kai pìsec to polÔ eÐnai?

’Askhsh 18. Se èna krĹtoc thc PolunhsÐac pou apartÐzetai apì 14 nhsiĹ duo shmeÐa tou edĹfouc jewroÔntai ìti sqetÐzontai apì th sqèsh R an mporeÐ kaneÐc na pĹei apì to èna sto Ĺllo perpatÿntac (den upĹrqoun anwmalÐec sto èdafoc). DeÐxte ìti h R eÐnai sqèsh isodunamÐac kai breÐte to deÐkth thc.

’Askhsh 19. Na brejeÐ o deÐkthc thc sqèshc tou ParadeÐgmatoc 17 pĹnw stouc akeraÐouc kai na perigrafoÔn oi klĹseic isodunamÐac.

’Askhsh 20. ’Estw f mia sunĹrthsh me pedÐo orismoÔ to R kai pedÐo timÿn to sÔnolo {1, . . . , 10}. Gia x, y ∈ R orÐzoume x R y an kai mìno an f(x) = f(y). DeÐxte ìti h R eÐnai sqèsh isodunamÐac, prosdiorÐste tic klĹseic, ka peÐte poia h sqèsh tou deÐkth me to sÔnolo timÿn f(R).

’Askhsh 21. ’Estw G = (V, E) èna mh kateujunìmeno, aplì grĹfhma. Gia u, v ∈ V grĹfoume u R v an kai mìno an u = v ă u ≠ v kai {u, v} ∈ E. PerigrĹyte tic klĹseic isodunamÐac thc sqèshc R^+, afoÔ exhgăsete giatÐ aută eÐnai sqèsh isodunamÐac.

12 KEF§ALAIO 1. EISAGWG§H KAI MAJHMATIK§O UP§OBAJRO

KefĹlaio 2

Autìmata

2.1 NteterministikĹ Autìmata

’Ena Nteterministikì Autìmato (Deterministic Finite Automaton ă DFA) eÐnai ousiastikĹ èna kateujunìmeno grĹfhma, tou opoÐou oi korufèc Q onomĹzontai katastĹseic (states) kai apì kĹje korufă feÔgei akribÿc mia akmă gia kĹje grĹmma tou alfabătou Σ. UpĹrqei mia diakekrimènh katĹstash q_0, h arqikă katĹstash kai èna mh-kenì sÔnolo F apì telikèc katastĹseic.

DeÐte p.q. èna tètoio autìmato sto Sqăma 2.

Sqăma 2. ’Ena aplì nteterministikì autìmato

Orismìc 14. (Nteterministikì Autìmato) ’Ena nteterministikì autìmato eÐnai mia pentĹda (Q, Σ, δ, q_0, F ) ìpou

• Q eÐnai èna peperasmèno sÔnolo katastĹsewn,

• Σ eÐnai èna peperasmèno alfĹbhto,

• δ eÐnai h sunĹrthsh metĹbashc (transition function) me pedÐo orismoÔ to Q × Σ kai pedÐo timÿn to Q,

• q_0 ∈ Q eÐnai mia apì tic katastĹseic pou onomĹzetai arqikă, kai

• F ⊆ Q eÐnai to sÔnolo twn telikÿn katastĹsewn.

ParĹdeigma 23. Sto autìmato pou faÐnetai sto Sqăma 2 èqoume Q = {A, B, C, D}, Σ = {0, 1}, q_0 = A, F = {C}. Gia na milăsoume gia th sunĹrthsh metĹbashc δ ja prèpei prÿta na anaferjoÔme ston trìpo <<leitourgÐac >> tou automĹtou. ’Ena autìmato qrhsimeÔei gia na anagnwrÐzei, ìpwc lème, mia glÿssa L ⊆ Σ^∗. H diadikasÐa anagnÿrishc eÐnai h exăc.

’Estw lèxh w ∈ Σ^∗, w = w_1 . . . w_n, măkouc n (w_i ∈ Σ).

• To autìmato arqÐzei th leitourgÐa tou sthn arqikă katĹstash q_0.

• DiabĹzei èpeita ta grĹmmata thc lèxhc èna proc èna, apì ta aristerĹ proc ta dexiĹ pĹnta. Prÿto diabĹzetai to grĹmma w_1 kai teleutaÐo to w_n.

• Mìlic diabĹsei to grĹmma α ∈ Σ kai euriskìmeno sthn katĹstash q to autìmato metabaÐnei sthn katĹstash r an kai mìno an h akmă q → r èqei etikèta (label) Ðsh me α. Gia kĹje katĹstash tou automĹtou kai kĹje grĹmma tou alfabătou upĹrqei ex orismoÔ akribÿc mia akmă pou xekinĹ apì thn katĹstash aută kai èqei etikèta autì to grĹmma. IsqÔei tìte gia th sunĹrthsh metĹbashc δ(q, α) = r, qrhsimeÔei dhl. h sunĹrthsh metĹbashc gia na mac prosdiorÐsei se poia katĹstash pĹei to autìmato an brÐsketai se mia dedomènh katĹstash q kai diabĹsei èna sugkekrimèno grĹmma α. ’Olh h sundesmologÐa tou automĹtou dhl. eÐnai kwdikopoihmènh sth sunĹrthsh δ.

• AfoÔ diabĹsei to autìmato to teleutaÐo grĹmma thc lèxhc kai kĹnei thn teleutaÐa tou metĹbash dhlÿnei ìti apodèqetai th lèxh an kai mìno an brÐsketai se telikă katĹstash, se mia katĹstash dhl. tou sunìlou F . Alliÿc h lèxh aporrÐptetai.

Orismìc 15. (Glÿssa enìc DFA) To sÔnolo twn lèxewn pou apodèqetai to autìmato M onomĹzetai h glÿssa pou anagnwrÐzei to autìmato kai sumbolÐzetai me L(M).

ParĹdeigma 24. Poia eÐnai h glÿssa L pou anagnwrÐzetai apì to autìmato thc eikìnac 2?

De jèlei kai pollă skèyh gia na peistoÔme ìti sthn L anăkoun akribÿc ekeÐnec oi lèxeic tou {0, 1}^∗ pou èqoun perittì arijmì apì 0 kai perittì arijmì apì 1. Gia na to doÔme autì parathroÔme ìti opotedăpote to autìmato brÐsketai se mia apì tic dÔo aristerèc katastĹseic to plăjoc twn mhdenikÿn pou èqei diabĹsei eÐnai Ĺrtio. Autì gÐnetai giatÐ aută h prìtash isqÔei profanèstata th qronikă stigmă 0, afoÔ tìte den èqei diabĹsei kanèna mhdenikì kai brÐsketai sthn arqikă katĹstash A pou eÐnai sthn aristeră meriĹ. Opotedăpote diabĹsei epÐshc kĹpoio mhdenikì to autìmato allĹzei meriĹ kai diathreÐtai ètsi h idiìthta aută. OmoÐwc epiqeirhmatologÿntac blèpoume ìti to autìmato brÐsketai se mia apì tic dÔo pĹnw katastĹseic (A kai B) an kai mìno an èqei diabĹsei Ĺrtio arijmì apì 1. ’Etsi, to na eÐnai to autìmato sthn katĹstash C (telikă) shmaÐnei ìti èqei dei perittì arijmì apì èna kai perittì apì mhdèn, afoÔ h C eÐnai kĹtw (perittoÐ Ĺssoi) kai dexiĹ (perittĹ mhdenikĹ).

An p.q. jelăsoume na èqoume èna autìmato pou ja anagnwrÐzei akribÿc ekeÐnec tic lèxeic tou {0, 1}^∗ pou èqoun perittĹ mhdenikĹ ă Ĺrtiouc Ĺssouc h mình allagă pou qreiĹzetai na kĹnoume sthn perigrafă tou automĹtou eÐnai na allĹxoume to sÔnolo F twn telikÿn katastĹsewn kai na to jèsoume Ðso me to {A, B, C}.

’Askhsh 22. SqediĹste èna DFA pou na anagnwrÐzei ekeÐnec tic lèxeic pĹnw apì to Σ = {0, 1} pou èqoun Ĺrtio plăjoc Ĺsswn kai plăjoc mhdenikÿn pou eÐnai pollaplĹsio tou 3.

’Askhsh 23. SqediĹste èna DFA pou anagnwrÐzei ekeÐnec tic lèxeic pĹnw apì to Σ = {0, 1} pou arqÐzoun apì 11011.

2.1. NTETERMINISTIK§A AUT§OMATA 15

ParĹdeigma 25. Sto sqăma 3 blèpoume èna autìmato pou anagnwrzei th glÿssa a{bb}^∗bc, dhl. ìlec ekeÐnec tic lèxeic sto alfĹbhto Σ = {a, b} pou arqÐzoun me a, akoloujeÐ ènac opoiosdăpote arijmìc (akìmh kai mhdèn) apì antÐgrafa thc lèxhc bb, kai teleiÿnoun me th lèxh bc.

Sqăma 3. DFA gia th glÿssa a{bb}^∗bc

Sumbolismìc: Sto Sqăma 3, ìpwc kai parakĹtw, sumbolÐzoume thn arqikă katĹstash me mia anoiqtă gwnÐa (sa <<qwnÐ>>, ap’ ìpou mpaÐnoume sto autìmato) kai kĹje telikă katĹstash mpaÐnei mèsa sflena kÔklo.

Sumbolismìc: Prosèxte ìti sto autìmato tou Sqămatoc 3 den isqÔei h arqikă mac apaÐthsh ìti apì kĹje korufă prèpei na feÔgei akribÿc mia akmă gia kĹje grĹmma tou alfabătou (ÿste ì,ti kai na diabĹsoume ìtan eÐmaste se kĹpoia katĹstash na èqoume pou na pĹme). Gia parĹdeigma, gia th deÔterh korufă apì aristerĹ den upĹrqei akmă me etikèta a pou na xekinĹei apì aută. H sÔmbash pou akoloujoÔme eÐnai ìti an diabĹsoume èna sÔmbolo kai briskìmaste se mia katĹstash apì thn opoÐa den xekinĹei akmă me etikèta autì to sÔmbolo, tìte h lèxh den anagnwrÐzetai apì to autìmato.

H sÔmbash aută akoloujeÐtai kajarĹ gia lìgouc aisjhtikăc kai katanìhshc tou sqedÐou kai den allĹzei apolÔtwc tÐpota sthn ousÐa. KĹje autìmato pou akoloujeÐ th sÔmbash aută mporeÐ eÔkola na metatrapeÐ se èna autìmato pou de qrhsimopoieÐ aută th sÔmbash kai èqei prĹgmati mia akmă gia kĹje grĹmma apì kĹje korufă. AplĹ dhlÿnoume mia nèa mh telikă katĹstash K, thn katĹstash katastrofăc, ìpwc epilègoume na thn onomĹsoume, kai apì kĹje Ĺllh katĹstash tou automĹtou pou den èqei akmă apì aută me etikèta èstw x orÐzoume mia tètoia akmă proc thn K. ’Olec oi akmèc apì to K epistrèfoun pĹli sto K. EÐnai eÔkolo na doÔme ìti oi Ðdiec akribÿc lèxeic anagnwrÐzontai apì to arqikì kai to nèo autìmato.

ParĹdeigma 26. AkoloujeÐ sto Sqăma 4 èna autìmato pou anagnwrÐzei th glÿssa L ekeÐnwn twn lèxewn tou {0, 1}^∗ pou èqoun mèsa to polÔ dÔo diadoqikĹ 1. IsodÔnama, eÐnai ekeÐnec oi lèxeic stic opoÐec den emfanÐzetai h morfă 111.

Sqăma 4. DFA gia tic lèxeic qwrÐc trÐa diadoqikĹ 1

Sto autìmato autì ìlec oi katastĹseic eÐnai telikèc, allĹ autì den apoteleÐ antÐfash, afoÔ akoloujoÔme th sÔmbash thc Ĺnw paratărhshc. ’Etsi upĹrqoun prĹgmati lèxeic pou den anagnwrÐzontai apì to autìmato, mia kai kĹpoiec korufèc den èqoun akmèc pou xekinĹne apì autèc kai gia to 0 kai to 1. H mình tètoia korufă eÐnai h dexiĹ, kai, ìntwc, h mình perÐptwsh na aporrifjeÐ mia lèxh apì to autìmato eÐnai na eÐmaste sth dexiĹ katĹstash kai na diabĹsoume 1, prĹgma to opoÐo sumbaÐnei an kai mìno an upĹrqoun trÐa diadoqikĹ 1 sth lèxh.

ParĹdeigma 27. To parĹdeigma autì eÐnai kĹpwc pio endiafèron: L eÐnai h glÿssa ekeÐnwn twn lèxewn tou {0, 1}^∗ pou eÐnai tètoiec ÿste, metĹ to prÿto 0 upĹrqei toulĹqiston èna 0 se kĹje pentĹda diadoqikÿn grammĹtwn thc lèxhc. Gia parĹdeigma, oi lèxeic 11111111111, 11111110111101111 eÐnai sthn L enÿ h lèxh 111111011111 den eÐnai (h teleutaÐa pentĹda den èqei 0). To autìmato dÐnetai sto Sqăma 5. Pÿc prèpei na

Sqăma 5. DFA gia tic lèxeic me toulĹqiston èna 0 se kĹje pentĹda, metĹ to prÿto 0

skefjeÐ kaneÐc gia na katalĹbei pÿc douleÔei to sugkekrimèno autìmato?

To kleidÐ se aută thn perÐptwsh, ìpwc kai stic perissìterec, eÐnai na apodÿsoume kĹpoio nìhma sthn prìtash fibriskìmaste sthn tĹde katĹstashfl. Gia parĹdeigma, sthn katĹstash I briskìmaste akribÿc ìtan den èqoume diabĹsei akìmh to prÿto 0 thc lèxhc. H prìtash aută isqÔei kat’ arqăn (prin èqoume diabĹsei tÐpote) kai diathreÐtai apì opoiadăpote metĹbash, afoÔ feÔgoume apì thn katĹstash I akribÿc mìlic diabĹsoume to prÿto mhdenikì kai den xanagurnĹme se aută. EÐnai tÿra fanerì, èqontac xekajarÐsei ti shmaÐnei na briskìmaste sthn katĹstash I, ìti aută prèpei na eÐnai telikă katĹstash, mia kai an potè de diabĹsoume kĹpoio 0, isqÔei o kanìnac pou bĹlame sthn arqă gia to poiec lèxeic anăkoun sthn L kai Ĺra prèpei na deqtoÔme th lèxh.

KĹnoume tÿra thn exăc paratărhsh. Ac poÔme pwc ènac Ĺnjrwpoc, me lÐgh mnămh, èqei epifortisjeÐ me to kajăkon na anagnwrÐzei akribÿc autèc tic lèxeic. Autìc majaÐnei ta sÔmbola thc lèxhc èna-èna, prÿta apì ta aristerĹ, ìpwc akribÿc kai to autìmato, kai prèpei kĹpoia stigmă na peÐ an aută h lèxh anăkei ă ìqi sthn L. Epeidă akribÿc o Ĺnjrwpoc autìc èqei lÐgh mnămh, ki epeidă oi lèxeic tic opoÐec krÐnei mporoÔn na èqoun osodăpote megĹlo măkoc, apofasÐzei antÐ anĹ pĹsa stigmă na jumĹtai olìklhrh th lèxh pou èqei dei mèqri tìte, na jumĹtai aplÿc pìso qrìno prin eÐde to teleutaÐo mhdenikì. EÐnai fanerì ìti aută h plhroforÐa tou arkeÐ gia na apofasÐsei. Ja aporrÐyei de th lèxh an kai mìno an autìc o qrìnoc xeperĹsei to 5 se kĹpoia qronikă stigmă, giatÐ akribÿc tìte èqei dei mia pentĹda gemĹth me 1.

MetĹ apì aută thn paratărhsh to nìhma thc katĹstashc A eÐnai ìti brÐsketai ekeÐ an èqei deÐ 0 akribÿc prin apì qrìno 1. To nìhma thc katĹstashc B omoÐwc eÐnai ìti èqei deÐ to teleutaÐo 0 akribÿc prin apì qrìno 2, k.o.k., enÿ sthn katĹstash E briskìmaste an èqoume deÐ to teleutaÐo 0 akribÿc 5 qronikèc stigmèc prin. EÐnai fanerì tÿra giatÐ h katĹstash E den èqei metĹbash pou xekinĹ apì aută me 1: an eÐdame to teleutaÐo 0 qrìno 5 pÐsw kai mac èrjei 1 pĹei na pei pwc èqoume mìlic sumplhrÿsei mia pentĹda gemĹth me 1. ’Ara den upĹrqei lìgoc na suneqÐsoume giatÐ, ì,ti kai na doÔme apì dw kai pèra, h lèxh prèpei na aporrifjeÐ.

’Eukola mporoÔme tÿra na elègxoume ìti oi diĹforec metabĹseic sto sqăma 5 eÐnai ftiagmènec akribÿc ÿste akoloujÿntac autèc na diathreÐtai to nìhma thc kĹje katĹstashc, kai Ĺra to autìmato douleÔei. An, gia parĹdeigma, briskìmaste se mia opoiadăpote apì tic katastĹseic A, . . . , E kai diabĹsoume 0 prèpei na metaboÔme sthn katĹstash A afoÔ metĹ th metĹbasă mac ja èqoume diabĹsei 0 akribÿc qrìno 1 prin, kai autì eÐnai to nìhma thc katĹstashc A.

’Askhsh 24. KataskeuĹste èna DFA pou anagnwrÐzei ekeÐnec tic lèxeic pĹnw apì to Σ = {0, 1} pou èqoun măkoc toulĹqiston 5 kai to 5o grĹmma touc apì ta aristerĹ eÐnai 1.

’Askhsh 25. KataskeuĹste èna DFA pou anagnwrÐzei ekeÐnec tic lèxeic pĹnw apì to Σ = {0, 1} pou èqoun măkoc toulĹqiston 5 kai to 5o grĹmma touc apì ta dexiĹ eÐnai 1.

’Askhsh 26. L eÐnai h glÿssa ekeÐnwn twn lèxewn tou {0, 1}^∗ pou eÐnai tètoiec ÿste, metĹ to prÿto 0 upĹrqoun toulĹqiston dÔo 0 se kĹje pentĹda diadoqikÿn grammĹtwn thc lèxhc. KataskeuĹste èna DFA pou anagnwrÐzei thn L.

’Askhsh 27. KataskeuĹste DFA gia tic glÿssec tou {0, 1}^∗:

1. Lèxeic pou teleiÿnoun se 00 2. Lèxeic pou perièqoun trÐa diadoqikĹ 0 ’Askhsh 28. KataskeuĹste DFA gia tic glÿssec (a) 00^∗1^∗1, kai (b) { w ∈ {a, b}^∗ : 6 | A(w) + 2B(w) } , ìpou A(w), kai B(w) eÐnai to plăjoc twn a kai twn b sth lèxh w kai x|y shmaÐnei ìti to x diaireÐ to y. ’Askhsh 29. An M eÐnai DFA deÐxte pÿc na kataskeuĹsete èna DFA gia th glÿssa Σ^∗ \ L(M) (to sumplărwma thc glÿssac L(M)).

2.2 Mh nteterministikĹ autìmata

EisĹgoume tÿra mia parallagă twn nteterministikÿn automĹtwn, ta mh nteterministikĹ autìmata (Nondeterministic Finite Automata ă NFA). AutĹ apoteloÔn, fainomenikĹ, mia enÐsqush tou montèlou twn nteterministikÿn automĹtwn, afoÔ, apì ton orismì pou ja dÿsoume, kĹje DFA ja eÐnai kai NFA, kai Ĺra oi glÿssec pou anagnwrÐzontai apì ta NFA eÐnai èna upersÔnolo twn glwssÿn pou anagnwrÐzontai apì DFA.

Ja doÔme ìmwc sÔntoma ìti autì eÐnai mìno fainomenikì, kai ìti ta dÔo montèla eÐnai apolÔtwc isodÔnama, ìson aforĹ toulĹqiston to poiec glÿssec anagnwrÐzoun. Me Ĺlla lìgia, ja doÔme mia mèjodo pou gia kĹje NFA ja kataskeuĹzei èna isodÔnamo DFA, èna DFA dhl. pou ja anagnwrÐzei akribÿc thn Ðdia glÿssa me to dojèn NFA. Par’ ìla auta to na meletoÔme NFA prosfèrei merikĹ pleonektămata se sqèsh me ta DFA se orismènec periptÿseic, ìpwc ja doÔme sta paradeÐgmata. Orismìc 16. (Mh nteterministikì Autìmato (NFA) ) ’Ena mh nteterministikì autìmato eÐnai mia pentĹda (Q, Σ, δ, q_0, F ) ìpou

• Q eÐnai èna peperasmèno sÔnolo katastĹsewn, • Σ eÐnai èna peperasmèno alfĹbhto, • δ eÐnai h sunĹrthsh metĹbashc (transition function) me pedÐo orismoÔ to Q × Σ kai pedÐo timÿn to dunamosÔnolo 2^Q, to sÔnolo dhl. ìlwn twn uposunìlwn tou Q.

• q_0 ∈ Q eÐnai mia apì tic katastĹseic pou onomĹzetai arqikă, kai • F ⊆ Q eÐnai to sÔnolo twn telikÿn katastĹsewn.

’Ena mh nteterministikì autìmato eÐnai san èna DFA allĹ gia kĹje korufă kai gia kĹje grĹmma tou alfabătou mporeÐ kaneic na èqei opoiodăpote peperasmèno plăjoc apì akmèc pou xekinoÔn apì thn korufă kai èqoun to grĹmma wc etikèta MporeÐ akìmh kai na upĹrqei kamÐa akmă apì kĹpoia korufă gia kĹpoio grĹmma. (An δ(q, α) = ∅ eÐnai to kenì sÔnolo tìte den upĹrqei sto grĹfhma kamÐa akmă apì thn korufă q me etikèta α.)

H shmantikă diaforĹ me prin eÐnai ìti, ìtan diabĹzoume mia lèxh, den eÐnai plèon monosămanta kajorismènh h kÐnhsă mac pĹnw sto grĹfhma afoÔ endèqetai na èqoume perissìterec apì mÐa epilogèc metĹbashc ìntac se mÐa korufă kai diabĹzontac èna grĹmma. To se poiec katastĹseic mporoÔme na pĹme apì mia katĹstash q ∈ Q afoÔ diabĹsoume to grĹmma α mac to lèei h sunĹrthsh metĹbashc. To sÔnolo autÿn twn dunatÿn katastĹsewn eÐnai to δ(q, α) ⊆ Q.

Paratărhsh 4. An gia mia katĹstash q enìc NFA kai gia èna grĹmma α ∈ Σ èqoume δ(q, α) = ∅ autì ermhneÔetai wc na mhn eÐnai dunată h metĹbash apì thn katĹstash q proc opoiadăpote Ĺllh katĹstash me to grĹmma α.

Orismìc 17. (Anagnÿrish lèxhc apì NFA) JewroÔme ìti mia lèxh w = w_1w_2 . . . w_n, w_j ∈ Σ, anagnwrÐzetai apì èna NFA an upĹrqei trìpoc na kinhjoÔme, diabĹzontac to w, pĹnw sto grĹfhma ÿste na katalăxoume se telikă korufă. XekinoÔme euriskìmenoi sthn arqikă katĹstash q_0 kai diabĹzoume ta grĹmmata w_1 èwc w_n me aută th seirĹ. KĹje forĹ pou diabĹzoume èna grĹmma w_j , kai euriskìmenoi sthn katĹstash q, epilègoume wc epìmenh katĹstash mia apì tic katastĹseic tou sunìlou δ(q, w_j ). (An to sÔnolo autì eÐnai kenì h lèxh aporrÐptetai.) EÐnai fanerì ìti gia kĹje lèxh upĹrqoun endeqomènwc perissìteroi apì ènac trìpoi na kinhjoÔme pĹnw sto autìmato diabĹzontac ta grĹmmata autăc thc lèxhc, afoÔ se kĹje băma endèqetai na èqoume th dunatìthta na epilèxoume thn epìmenă mac katĹstash. AporrÐptetai h lèxh w an kai mìno an kaneÐc apì touc dunatoÔc trìpouc kÐnhshc den katalăgei se telikă korufă.

Orismìc 18. (Glÿssa enìc NFA) To sÔnolo twn lèxewn pou apodèqetai to mh nteterministkì autìmato M onomĹzetai h glÿssa pou anagnwrÐzei to autìmato kai sumbolÐzetai me L(M).

ParĹdeigma 28. To akìloujo parĹdeigma mh nteterministikoÔ automĹtou anagnwrÐzei th glÿssa 00{0, 1}^∗11.

Sqăma 6. NFA gia th glÿssa 00{0, 1}^∗11

Prìkeitai gia NFA kai ìqi gia DFA mia kai sth mesaÐa korufă upĹrqoun dÔo akmèc me etikèta 1. ParathreÐste th suntomografÐa pou epilèxame edÿ: o brìgqoc (loop) apì th mesaÐa korufă ston eautì thc èqei dÔo etikètec 0 kai 1. Autì shmaÐnei ìti epitrèpetai na dianÔsoume thn korufă aută ìtan diabĹsoume eÐte 0 eÐte 1. Ja mporoÔsame na eÐqame to Ðdio apotèlesma an ftiĹqname dÔo brìgqouc apì thn korufă aută ston eautì thc, èna me etikèta 0 ki èna me etikèta 1. Epilègoume th suntomografÐa gia kajarìthta sto sqăma kai tÐpote Ĺllo.

GiatÐ to NFA tou sqămatoc 6 anagnwrÐzei th glÿssa L = 00{0, 1}^∗11? ParathreÐste ìti h L apoteleÐtai apì ekeÐnec akribÿc tic lèxeic pou arqÐzoun me 00 kai teleiÿnoun me 11. KĹje tètoia lèxh pernĹei apì to NFA wc exăc: me ta dÔo prÿta 0 metabaÐnei sth mesaÐa korufă, sthn opoÐa kai paramènei qrhsimopoiÿntac to brìgqo mèqri na diabĹsei kai to proproteleutaÐo grĹmma. Me ta dÔo teleutaÐa 1 epilègei na kinhjeÐ proc ta dexiĹ gia na katalăxei sth monadikă telikă korufă. Ja mporoÔse na epilèxei me ta dÔo teleutaÐa 1 na kinhjeÐ pĹnw sto brìgqo thc mesaÐac korufăc, allĹ me autì ton trìpo den katalăgei se telikă korufă. ArkeÐ ìmwc gia thn apodoqă miac lèxhc na upĹrqei èstw kai ènac trìpoc na gÐnei apodektă.

AntÐstrofa tÿra, an h lèxh w pernĹ apì to NFA tìte upoqrewtikĹ arqÐzei apì dÔo 0 (alliÿc de mporeÐ na pĹei dexiìtera apì th deÔterh korufă) kai teleiÿnei se dÔo 1 (alliÿc de mporeÐ na katalăxei sthn telikă korufă).

Ac dÿsoume tÿra kai èna DFA gia thn Ðdia glÿssa:

Sqăma 7. DFA gia th glÿssa 00{0, 1}^∗11

EÐnai mia kală Ĺskhsh na na apodeÐxete ìti to Ĺnw autìmato anagnwrÐzei th glÿssa 00{0, 1}^∗11. Gia na to kĹnete dÿste kĹpoio finìhmafl stic katastĹseic, ìpwc kĹname parapĹnw gia na deÐxoume ìti to DFA tou sqămatoc 5 douleÔei.

Paratărhsh 5. SugkrÐnontac to NFA kai to DFA gia th glÿssa 00{0, 1}^∗11 faÐnetai kajarĹ to pleonèkthma tou na sqediĹzoume NFA antÐ gia DFA. Epitrèpontac ston eautì mac èna pio dieurumèno montèlo mporoÔme na sqediĹzoume eukolìtera autìmata gia sugkekrimènec glÿssec, kai h aploÔsterh kataskeuă sunăjwc epitrèpei kai mia eukolìterh anĹlush tou giatÐ to sugkekrimèno autìmato douleÔei. Kai, ja doÔme argìtera, de qĹnetai tÐpota sqediĹzontac NFA antÐ gia DFA, giatÐ autĹ ta dÔo upologistikĹ montèla eÐnai isodÔnama. ’Oqi mìno autì, allĹ o trìpoc metatropăc enìc NFA se DFA mporeÐ na eÐnai teleÐwc mhqanikìc (algorijmikìc).

ParĹdeigma 29. Sto autìmato pou faÐnetai sto sqăma 6 parapĹnw èqoume Q = {A, B, C, D, E}, Σ = {0, 1}, q_0 = A, F = {E}, kai δ(A, 0) = {B} δ(A, 1) = ∅ δ(B, 0) = {C} δ(B, 1) = ∅ δ(C, 0) = {C} δ(C, 1) = {C, D} δ(D, 0) = ∅ δ(D, 1) = {E} δ(E, 0) = ∅ δ(E, 1) = ∅

’Askhsh 30. KataskeuĹste èna NFA pou na anagnwrÐzei th glÿssa thc Ĺskhshc 25. ’Askhsh 31. KataskeuĹste èna NFA pou na anagnwrÐzei ekeÐnec tic lèxeic pĹnw apì to Σ = {0, 1} pou perièqoun dÔo mhdenikĹ pou apèqoun metaxÔ touc sth lèxh katĹ pollaplĹsio tou 4. DÔo diadoqikĹ mhdenikĹ jewroÔntai ìti apèqoun apìstash mhdèn, Ĺra pollaplĹsio tou 4.

2.3 IsodunamÐa NFA kai DFA.

EpanalambĹnoume ìti gia èna NFA h sunĹrthsh metĹbashc δ eÐnai o trìpoc kwdikopoÐhshc twn metabĹsewn tou. An dhl. q ∈ Q eÐnai mia katĹstash kai α ∈ Σ eÐnai èna grĹmma tou alfabătou, to sÔnolo δ(q, α) ⊆ Q eÐnai to sÔnolo ìlwn twn katastĹsewn tou NFA stic opoÐec mporeÐ autì na metabeÐ ìntac sthn katĹstash q kai diabĹzontac to grĹmma α.

Orismìc 19. (H sunĹrthsh δ pĹnw se sÔnola) An A ⊆ Q eÐnai èna sÔnolo katastĹsewn kai B ⊆ Σ eÐnai èna sÔnolo grammĹtwn tìte δ(A, B) = ⋃ q∈A,α∈B δ(q, α).

Dhl. δ(A, B) eÐnai to sÔnolo ìlwn twn katastĹsewn stic opoÐec mporeÐ kaneÐc na ftĹsei xekinÿntac apì kĹpoia katĹstash tou A kai akoloujÿntac kĹpoio grĹmma α tou sunìlou B. H epèktash aută thc sunĹrthshc δ ÿste na paÐrnei wc ìrisma sÔnola antÐ gia grĹmmata eÐnai h sunhjismènh epektash miac sunĹrthshc f : C → D pou me f(X), X ⊆ C, sumbolÐzei to sÔnolo eikìnwn tou sunìlou X mèsw thc f.

EpekteÐnoume tÿra to pedÐo orismoÔ thc sunĹrthshc δ ìson aforĹ to deÔtero ìrismĹ thc.

Orismìc 20. (H sunĹrthsh metĹbashc δ pĹnw se lèxeic) An q ∈ Q eÐnai mia katĹstash kai w ∈ Σ^∗ eÐnai mia lèxh (endeqomènwc kai kenă) tìte orÐzoume to sÔnolo katastĹsewn δ(q, w) wc exăc: δ(q, w) = { {q} ϵαν w = ϵ δ(δ(q, v), α) ϵαν w = vα, v ∈ Σ^∗, α ∈ Σ. (2.1) Paratărhsh 6. O orismìc (2.1) apaiteÐ lÐgh prosoqă ìson aforĹ to deÔtero skèloc tou mia kai eÐnai autoanaforikìc, anaferìmaste dhl. sth sunĹrthsh δ gia na orÐsoume th sunĹrthsh δ. H ousÐa edÿ eÐnai ìti aută h autoanaforĹ de dhmiourgeÐ kĹpoio prìblhma, mia kai gia na orÐsoume to δ(q, w) anaferìmaste se timèc tou δ(q, x) gia lèxeic x me măkoc |x| < |w|, kai upĹrqei kai o xeqwristìc orismìc gia th lèxh măkouc 0 ìpou stamatĹ h autoanaforĹ. Gia na upologisteÐ ètsi to δ(q, w) upologÐzetai prÿta to δ gia oloèna kai mikrìterec lèxeic, ÿspou telikĹ ftĹnei na qrhsimopoieÐtai to prÿto mèloc tou orismoÔ (2.1) pou den èqei autoanaforĹ. Gia parĹdeigma, an jèlei kaneÐc na upologÐsei thn timă δ(q, abc), ìpou a, b, c ∈ Σ, akoloujÿntac ton orismì (2.1) autì gÐnetai wc exăc: δ(q, abc) = δ(δ(q, ab), c) = δ(δ(δ(q, a), b), c). ParathroÔme ìti sthn teleutaÐa grammă h sunĹrthsh δ eÐnai h gnwstă mac sunĹrthsh pou san deÔtero ìrisma èqei sÔmbolo tou alfabătou kai ìqi lèxh. OrismoÐ ìpwc o (2.1) eÐnai polÔ koinoÐ kai onomĹzontai anadromikoÐ.

Me Ĺlla lìgia δ(q, w), w ∈ Σ^∗, eÐnai to sÔnolo ìlwn ekeÐnwn twn katastĹsewn tou automĹtou stic opoÐec mporeÐ kaneÐc na brejeÐ xekinÿntac apì thn katĹstash q kai akoloujÿntac th lèxh w. Kai, an R ⊆ Q eÐnai èna sÔnolo katastĹsewn, me δ(R, w) sumbolÐzetai to sÔnolo ìlwn twn katastĹsewn stic opoÐec mporeÐ kaneÐc na pĹei xekinÿntac apì kĹpoia katĹstash sto R kai akoloujÿntac th lèxh w.

Paratărhsh 7. Mia lèxh w anagnwrÐzetai apì èna autìmato an kai mìno an δ(q_0, w) ∩ F ≠ ∅, ìpou F to sÔnolo twn telikÿn katastĹsewn tou NFA. AnagnwrÐzetai dhl. mia lèxh an kai mìno an eÐnai dunată h metĹbash apì thn arqikă se kĹpoia telikă katĹstash akoloujÿntac th lèxh.

Orismìc 21. (IsodunamÐa automĹtwn) DÔo nteterministikĹ ă mh nteterministikĹ autìmata M_1 kai M_2 lègontai isodÔnama an kai mìno an L(M_1) = L(M_2), an anagnwrÐzoun dhl. akribÿc tic Ðdiec lèxeic.

2.3. ISODUNAM§IA NFA KAI DFA. 21

Jeÿrhma 3. (IsodunamÐa NFA kai DFA) Gia kĹje NFA M upĹrqei isodÔnamo DFA M^′.

Apìdeixh. PerigrĹfoume èna algìrijmo metĹbashc apì èna tuqìn NFA M se èna isodÔnamo DFA M^′.

’Estw loipìn ìti to NFA M eÐnai h pentĹda (Q, Σ, δ, q_0, F ). To DFA M^′ = (Q^′, Σ, δ^′, q^′_0, F^′) ja èqei sÔnolo katastĹsewn Q^′ = 2^Q to dunamosÔnolo (sÔnolo ìlwn twn uposunìlwn) tou Q, arqikă katĹstash q^′_0 = {q_0}, Ðdio alfĹbhto Σ kai telikèc katastĹseic ìla ekeÐna ta sÔnola katastĹsewn tou M pou perièqoun kĹpoia telikă katĹstash F^′ = {A ⊆ Q : A ∩ F ≠ ∅}. Tèloc h sunĹrthsh metĹbashc δ^′ : Q^′ × Σ → Q^′ tou M^′ orÐzetai wc δ^′(q^′, α) = δ(q^′, α). JumhjeÐte ìti to sÔmbolo q^′ paristĹnei mia katĹstash tou M^′ Ĺra èna sÔnolo katastĹsewn tou M, kai Ĺra h δ sunĹrthsh pou emfanÐzetai dexiĹ ston Ĺnw orismì eÐnai h epektetamènh δ sunĹrthsh tou automĹtou M ìpwc thn orÐsame parapĹnw, mia kai san prÿto ìrisma èqei olìklhro sÔnolo.

Me Ĺlla lìgia: sto DFA M^′ pou kataskeuĹzoume apì thn katĹstash q_1 (uposÔnolo tou Q) me to sÔmbolo α ∈ Σ metabaÐnoume sthn katĹstash q_2, pou eÐnai to sÔnolo ìlwn ekeÐnwn twn katastĹsewn tou M stic opoÐec mporoÔme na metaboÔme apì kĹpoia katĹstash tou sunìlou q_1 me to grĹmma α kinoÔmenoi pĹnw sto M. DeÐte to ParĹdeigma 30 parakĹtw.

’Askhsh 32. ApodeÐxte me epagwgă wc proc to măkoc |w| thc lèxhc w ∈ Σ^∗ ìti gia kĹje katĹstash q tou M^′ isqÔei δ^′(q, w) = δ(q, w). Gia na deÐxoume to Jeÿrhma arkeÐ na deÐxoume thn isodunamÐa w ∈ L(M) ⇐⇒ w ∈ L(M^′) (2.2) gia ìlec tic lèxeic w ∈ Σ^∗. AllĹ w ∈ L(M) an kai mìno an δ(q_0, w) ∈ F , enÿ w ∈ L(M^′) an kai mìno an δ^′(q^′_0, w) ∈ F^′. Qrhsimopoiÿntac to Prìblhma 32 to teleutaÐo sumbaÐnei an kai mìno an δ({q_0}, w) ∈ F^′ kai, qrhsimopoiÿntac ton orismì tou F^′ blèpume ìti autì isqÔei an kai mìno an δ(q_0, w) ∩ F ≠ ∅. ’Omwc to sÔnolo δ(q_0, w) eÐnai monosÔnolo mia kai to M eÐnai DFA, Ĺra h teleutaÐa sunjăkh eÐnai isodÔnamh me δ(q_0, w) ∈ F , kai h apìdeixh eÐnai plărhc. □ ParĹdeigma 30. Ac doÔme tÿra pÿc metatrèpetai to akìloujo aplì NFA tou Sqămatoc 8 se DFA. To apotèlesma dÐnetai sto Sqăma 9.

Sqăma 8. M, èna aplì NFA

To sÔnolo katastĹsewn tou M^′ ja eÐnai to dunamosÔnolo tou sunìlou katastĹsewn tou M dhl. tou {A, B}. EÐnai dhl. to sÔnolo Q^′ = {X = {A}, Y = {B}, Z = {A, B}, W = ∅}.

SÔnolo telikÿn katastasewn eÐnai to F^′ = {Y, Z}, ìla ekeÐna ta sÔnola dhl. pou perièqoun kĹpoia telikă katĹstash tou M. Arqikă katĹstash eÐnai h X.

Sqăma 9. To NFA M tou Sqămatoc 8 metatetrammèno sto DFA M^′

’Askhsh 33. Elègxte thn orjìthta thn isodunamÐac tou NFA tou sqămatoc 8 sto DFA tou sqămatoc 9, pĹnw stic lèxeic 001 kai 10.

’Askhsh 34. FtiĹxte isodÔnama DFA gia ta NFA 1. (Q = {p, q, r, s}, Σ = {0, 1}, δ_1, q_0 = p, F = {s}) 2. (Q = {p, q, r, s}, Σ = {0, 1}, δ_2, q_0 = p, F = {q, s}) ìpou oi sunartăseic metĹbashc eÐnai oi

δ_1 : 0 1 p {p, q} {p} q {r} {r} r {s} ∅ s {s} {s} δ_2 : 0 1 p {q, s} {q} q {r} {q, r} r {s} {p} s ∅ {p} ’Askhsh 35. An èna NFA èqei n to plăjoc katastĹseic, pìsec to polÔ katastĹseic qreiĹzetai na èqei èna isodÔnamì tou DFA?

2.4 NFA me ϵ-kinăseic

Mia akìmh parallagă tou montèlou tou peperasmènou automĹtou eÐnai to mh nteterministikì autìmato me ϵ-kinăseic. Autì eÐnai èna NFA pou èqei, endeqomènwc, kai kĹpoiec akmèc pou antÐ na èqoun wc etikèta èna grĹmma tou alfabătou èqoun thn kenă lèxh ϵ. KinoÔmenoi pĹnw sto autìmato autì gia na anagnwrÐsoume mia lèxh èqoume to dikaÐwma na dianÔsoume mia ϵ-akmă opotedăpote upĹrqei mia tètoia apì thn trèqousa katĹstash qwrÐc na mac endiafèrei poio eÐnai to epìmeno grĹmma thc lèxhc. H diĹnush miac ϵ-akmăc de sunodeÔetai apì metapădhsh sto epìmeno grĹmma thc lèxhc. Ac ta lème autĹ ϵ-NFA.

Orismìc 22. (Mh nteterministikì Autìmato me ϵ-kinăseic (ϵ-NFA) ) ’Ena mh nteterministikì autìmato me ϵ-kinăseic (ϵ-NFA) eÐnai mia pentĹda (Q, Σ, δ, q_0, F ) ìpou

2.4. NFA ME ϵ-KIN§HSEIS 23

• Q eÐnai èna peperasmèno sÔnolo katastĹsewn,

• Σ eÐnai èna peperasmèno alfĹbhto,

• δ eÐnai h sunĹrthsh metĹbashc (transition function) me pedÐo orismoÔ to Q × (Σ ∪ {ϵ}) kai pedÐo timÿn to dunamosÔnolo 2^Q, to sÔnolo dhl. ìlwn twn uposunìlwn tou Q.

• q_0 ∈ Q eÐnai mia apì tic katastĹseic pou onomĹzetai arqikă, kai

• F ⊆ Q eÐnai to sÔnolo twn telikÿn katastĹsewn.

Paratărhsh 8. H ousiastikă diaforĹ apì ton orismì tou NFA eÐnai ìti h sunĹrthsh metĹbashc mporeÐ na èqei kai to ϵ wc deÔtero ìrisma kai ìqi aparaÐthta èna grĹmma tou alfabătou Σ.

Paratărhsh 9. To nìhma miac ϵ-akmăc apì mia korufă q_1 se mia korufă q_2 eÐnai to exăc: an to NFA brÐsketai sthn katĹstash q_1 tìte mporeÐ na epilèxei na metabeÐ sthn katĹstash q_2 qwrÐc na diabĹsei to epìmeno grĹmma thc lèxhc.

Orismìc 23. (Anagnÿrish lèxhc apì ϵ-NFA) JewroÔme ìti mia lèxh w = w_1w_2 . . . w_n, w_j ∈ Σ, anagnwrÐzetai apì èna ϵ-NFA an upĹrqei trìpoc na kinhjoÔme, diabĹzontac to w, pĹnw sto grĹfhma ÿste na katalăxoume se telikă korufă. XekinoÔme euriskìmenoi sthn arqikă katĹstash q_0 kai diabĹzoume ta grĹmmata w_1 èwc w_n me aută th seirĹ. Se kĹje băma èqoume th dunatìthta na diabĹsoume to epìmeno grĹmma w_j kai na ektelèsoume mia metĹbash se nèa katĹstash ă ìqi.

KĹje forĹ pou diabĹzoume èna grĹmma w_j , kai euriskìmenoi sthn katĹstash q, epilègoume wc epìmenh katĹstash mia apì tic katastĹseic tou sunìlou δ(q, w_j ). (An to sÔnolo autì eÐnai kenì h lèxh aporrÐptetai.) An epilèxoume na mh diabĹsoume to epìmeno grĹmma thc lèxhc mporoÔme na metaboÔme se nèa katĹstash akoloujÿntac mia ϵ-akmă, mporoÔme dhl. na metaboÔme se mia apoiadăpote apì tic katastĹseic tou sunìlou δ(q, ϵ), ìpou q eÐnai h trèqousa katĹstash. (An to sÔnolo autì eÐnai kenì h lèxh aporrÐptetai.) EÐnai fanerì ìti gia kĹje lèxh upĹrqoun endeqomènwc perissìteroi apì ènac trìpoi na kinhjoÔme pĹnw sto autìmato diabĹzontac ta grĹmmata autăc thc lèxhc, afoÔ se kĹje băma endèqetai na èqoume th dunatìthta na epilèxoume thn epìmenă mac katĹstash. AporrÐptetai h lèxh w an kai mìno an kaneÐc apì touc dunatoÔc trìpouc kÐnhshc den katalăgei se telikă korufă.

Orismìc 24. (Glÿssa enìc ϵ-NFA) To sÔnolo twn lèxewn pou apodèqetai to mh nteterministikì autìmato me ϵ kinăseic M onomĹzetai h glÿssa pou anagnwrÐzei to autìmato kai sumbolÐzetai me L(M).

ParĹdeigma 31. To ϵ-NFA tou Sqămatoc 10 anagnwrÐzei th glÿssa 0^∗1^∗2^∗. Gia parĹdeigma, pÿc

Sqăma 10. ’Ena ϵ-NFA gia th glÿssa 0^∗1^∗2^∗.

anagnwrÐzei th lèxh 0^21^32^5 (suntomografÐa gia th lèxh 0011122222)? KĹnei dÔo metabĹseic apì thn prÿth korufă ston eautì thc diabĹzontac ta dÔo 0, metĹ metabaÐnei sth deÔterh korufă qwrÐc na diabĹsei tÐpota, metabaÐnei apì th deÔterh korufă ston eautì thc treic forèc diabĹzontac ta 1, metabaÐnei sthn trÐth korufă qwrÐc pĹli na diabĹsei tÐpota, kai tèloc metabaÐnei apì thn trÐth korufă ston eautì thc diabĹzontac ta pènte 2. ’Askhsh 36. KataskeuĹste èna ϵ-NFA pou na anagnwrÐzei th glÿssa (0101)^∗ ∪ (111)^∗.

’Askhsh 37. An M_1 kai M_2 eÐnai dÔo DFA perigrĹyte pwc ja ta qrhsimopoiăsete autĹ gia na kataskeuĹsete èna ϵ-NFA gia th glÿssa L(M_1) ∪ L(M_2).

’Askhsh 38. An M_1 kai M_2 eÐnai dÔo DFA perigrĹyte pwc ja ta qrhsimopoiăsete autĹ gia na kataskeuĹsete èna ϵ-NFA gia th glÿssa L(M_1)L(M_2). An to M_1 èqei akribÿc mia telikă katĹstash kataskeuĹste DFA gia th glÿssa aută.

2.5 IsodunamÐa ϵ-NFA kai NFA

Edÿ ja apodeÐxoume ìti ta ϵ-NFA eÐnai isodÔnama me ta NFA, kai Ĺra kai me ta DFA. Gia kĹje ϵ-NFA dhl. upĹrqei èna NFA qwrÐc ϵ-kinăseic pou anagnwrÐzei thn Ðdia glÿssa.

Orismìc 25. (ϵ-monopĹti) ’Ena ϵ-monopĹti sto grĹfhma enìc ϵ-NFA eÐnai mia peperasmènh akoloujÐa diadoqikÿn ϵ-akmÿn (akmÿn dhl. pou fèroun thn etikèta ϵ).

Orismìc 26. (α-monopĹti) ’Ena α-monopĹti, ìpou α ∈ Σ, eÐnai èna monopĹti sto grĹfhma enìc ϵ-NFA pou apartÐzetai apì èna arqikì ϵmonopĹti, akoloujoÔmeno apì mia akmă me etikèta α, akoloujoÔmeno apì èna ϵ-monopĹti. Ta dÔo ϵ-monopĹtia mporoÔn na eÐnai kai kenĹ.

Jeÿrhma 4. (IsodunamÐa ϵ-NFA kai NFA) Gia kĹje ϵ-NFA M upĹrqei isodÔnamo NFA M^′.

Apìdeixh. Gia na metaboÔme apì èna ϵ-NFA M se èna isodÔnamo NFA M^′ kĹnoume ta exăc:

• To sÔnolo katastĹsewn tou M^′ eÐnai Ðdio me tou M.

• H arqikă katĹstash tou M^′ eÐnai Ðdia me aută tou M.

• Oi telikèc katastĹseic tou M^′, to sÔnolo twn opoÐwn sumbolÐzoume me F^′, eÐnai ìlec ekeÐnec tic katastĹseic apì tic opoÐec mporoÔme na ftĹsoume se kĹpoia korufă tou F (to sÔnolo telikÿn katastĹsewn tou M) me èna ϵ-monopĹti. Epeidă èna kenì monopĹti eÐnai ϵ-monopĹti, o orismìc autìc sunepĹgetai ìti F ⊆ F^′.

• Gia kĹje katĹstash q kai grĹmma α ∈ Σ jètoume sto M^′ wc δ_M ′ (q, α) to sÔnolo ìlwn twn katastĹsewn stic opoÐec mporeÐ kaneÐc na metabeÐ apì thn q sto M dianÔontac kĹpoio α-monopĹti.

• KatargoÔme ìlec tic ϵ-kinăseic.

’Estw tÿra w = w_1w_2 · · · w_n ∈ Σ^∗, n ≥ 0. Prèpei na deÐxoume ìti h lèxh w gÐnetai dektă apì to M an kai mìno an gÐnetai dektă apì to M.

An w ∈ L(M) autì shmaÐnei ìti upĹrqei trìpoc kÐnhshc pĹnw sto M, diabĹzontac ta grĹmmata thc lèxhc w eÐte akoloujÿntac ϵ-kinăseic, ÿste na metaboÔme apì thn q_0 se kĹpoia katĹstash f ∈ F . Se aută thn perÐptwsh deÐqnoume ìti upĹrqei trìpoc kÐnhshc pĹnw sto M tètoioc pou na odhgeÐ apì thn q_0 se kĹpoia katĹstash tou F^′.

’Estw loipìn ìti w ∈ L(M). Autì shmaÐnei ìti upĹrqei mia akoloujÐa katastĹsewn tou M èstw q_0, q_1, . . . , q_{k−1}, q_k, k ≥ 0, tètoia ÿste q_k ∈ F kai h metĹbash apì thn q_j sthn q_{j+1}, 0 ≤ j < k, gÐnetai eÐte me kĹpoio grĹmma w_j eÐte me mia ϵ-akmă, kai ta grĹmmata w_j qrhsimopoioÔntai ìla, apì mia forĹ to kajèna, kai me th seirĹ.

QwrÐzoume thn peperasmènh aută akoloujÐa twn metabĹsewn q_0 → q_1, q_1 → q_2, . . . , q_{k−1} → q_k se kommĹtia q_{a0} → q_{a1} , q_{a1} → q_{a2} , . . . , q_{an−1} → q_{an} (me a_0 = 0, a_n = k) ta opoÐa antistoiqoÔn se èna w_1-monopĹti, akoloujoÔmeno apì èna w_2-monopĹti, klp., teleiÿnontac me èna w_n-monopĹti. Apì ton orismì tou NFA M^′ prokÔptei ìti sto M^′ eÐnai dunată h metĹbash apì thn korufă q_{a0} sthn q_{a1} me mia w_1-akmă, apì thn q_{a1}

2.5. ISODUNAM§IA ϵ-NFA KAI NFA 25 sthn q_{a2} me mia w_2-akmă, klp. Epeidă h katĹstash q_k paramènei telikă katĹstash kai tou M^′ prokÔptei ìti w ∈ L(M^′). O egkleismìc L(M^′) ⊆ L(M) afănetai wc Ĺskhsh (’Askhsh 39). □ ’Askhsh 39. Me to sumbolismì thc Ĺnw apìdeixhc deÐxte ìti an mia lèxh anagnwrÐzetai apì to NFA M^′ tìte anagnwrÐzetai kai apì to ϵ-NFA M.

ParĹdeigma 32. Me th mèjodo thc apìdeixhc tou Jewrămatoc 4 to ϵ-NFA tou Sqămatoc 10 metatrèpetai

Sqăma 11. To ϵ-NFA tou Sqămatoc 10 metatetrammèno se NFA

sto NFA tou Sqămatoc 11.

26 KEF§ALAIO 2. AUT§OMATA

KefĹlaio 3

Kanonikèc ekfrĹseic kai glÿssec

3.1 Kanonikèc ekfrĹseic kai oi glÿssec touc

Ja dÿsoume kat’ arqăn èna anadromikì orismì gia to ti eÐnai mia kanonikă èkfrash (regular expression) kai to poia glÿssa paristĹnei.

Orismìc 27. (Kanonikèc ekfrĹseic kai oi glÿssec touc) Oi parakĹtw lèxeic orÐzontai na eÐnai kanonikèc ekfrĹseic me tic antÐstoiqec glÿssec. (Me L(·) sumbolÐzoume th glÿssa miac èkfrashc.)

• ∅, kai L(∅) = ∅ • ϵ, kai L(ϵ) = {ϵ} • α, gia kĹje α ∈ Σ, kai L(α) = {α}.

EpÐshc, an r kai s eÐnai kanonikèc ekfrĹseic tìte kai oi akìloujec lèxeic eÐnai epÐshc kanonikèc ekfrĹseic.

1. (r), kai L((r)) = L(r).

2. (r + s), kai L((r + s)) = L(r) ∪ L(s), 3. (rs), kai L((rs)) = L(r)L(s), 4. (r^∗), kai L((r^∗)) = L(r)^∗.

Mia glÿssa L lègetai kanonikă an upĹrqei kanonikă èkfrash r me L = L(r).

Paratărhsh 10. An mporoÔme na pareleÐyoume tic paranjèseic qwrÐc na allĹxoume to nìhma tìte to kĹnoume autì. LambĹnoume upìyin ìti th megalÔterh proteraiìthta èqei o ekjèthc ∗, metĹ èrqetai h sugkìllhsh kai tèloc h prìsjesh. Gia parĹdeigma h kanonikă èkfrash 01^∗ + 10^∗ ermhneÔetai wc (0(1^∗)) + (1(0^∗)). An r eÐnai mia kanonikă èkfrash tìte qrhsimopoioÔme epÐshc th suntomografÐa r^+ antÐ gia rr^∗. ParĹdeigma 33. Ta parakĹtw eÐnai paradeÐgmata kanonikÿn ekfrĹsewn kai twn glwssÿn touc.

Kanonikă èkfrash AntÐstoiqh glÿssa 00 {00} (0 + 1)^∗ ’Olec oi lèxeic pĹnw apì to Σ = {0, 1} (0 + 1)^∗00(0 + 1)^∗ ’Olec oi lèxeic pĹnw apì to Σ = {0, 1} pou èqoun dÔo diadoqikĹ mhdenikĹ (1 + 10)^∗ ’Oti arqÐzei me 1 kai den èqei diadoqikĹ 0 (0 + ϵ)(1 + 10)^∗ ’Oti den èqei diadoqikĹ 0 0^∗1^∗2^∗ Lèxeic ìpou ta 0 èrqontai prin ta 1 ki autĹ prin ta 2.

’Askhsh 40. GrĹyte kanonikèc ekfrĹseic gia tic akìloujec glÿssec:

1. Lèxeic pou den perièqoun th morfă 101.

2. Lèxeic ìpou ìlec oi emfanÐseic diadoqikÿn 0 sumbaÐnoun prin apì opoiadăpote emfĹnish diadoqikÿn 1. ’Askhsh 41. PerigrĹyte tic glÿssec pou orÐzontai apì tic kanonikèc ekfrĹseic:

1. (11 + 0)^∗(00 + 1)^∗ 2. (1 + 01 + 001)^∗(ϵ + 0 + 00)^∗ 3. (00 + 11 + (01 + 10)(00 + 11)^∗(01 + 10))^∗ ’Askhsh 42. DeÐxte tic parakĹtw tautìthtec ìpou r, s, t eÐnai opoiesdăpote kanonikèc ekfrĹseic. H isìthta parakĹtw de shmaÐnei ìti oi dÔo ekfrĹseic eÐnai Ðsec (kai den eÐnai, mia kai oi ekfrĹseic eÐnai lèxeic, kai wc tètoiec diafèroun) allĹ ìti oi antÐstoiqec glÿssec eÐnai Ðsec.

1. r + s = s + r 2. (r + s) + t = r + (s + t) 3. (rs)t = r(st) 4. r(s + t) = rs + rt 5. (r + s)t = rt + st 6. ∅^∗ = ϵ 7. (r^∗)^∗ = r^∗ 8. (ϵ + r)^∗ = r^∗ 9. (r^∗s^∗)^∗ = (r + s)^∗

3.2 Kanonikìthta glwssÿn twn automĹtwn

H basikă prìtash eÐnai h akìloujh.

Jeÿrhma 5. (Kanonikìthta glwssÿn twn automĹtwn) Mia glÿssa eÐnai kanonikă an kai mìno an anagnwrÐzetai apì kĹpoio autìmato.

Paratărhsh 11. ParathreÐste ìti sto Jeÿrhma 5 den xekajarÐzoume gia ti eÐdouc autìmato milĹme. ’Eqoume ìmwc ădh apodeÐxei ìti kĹje ϵ-NFA eÐnai isodÔnamo me kĹpoio NFA kai kĹje NFA me kĹpoio DFA. Autì shmaÐnei ìti mia glÿssa anagnwrÐzetai apì èna autìmato kĹpoiou eÐdouc apì ta trÐa an kai mìno an anagnwrÐzetai apì autìmato opoioudăpote eÐdouc.

Apìdeixh. Ja deÐxoume ìti (a) KĹje kanonikă glÿssa anagnwrÐzetai apì kĹpoio ϵ-NFA, kai (b) H glÿssa pou anagnwrÐzei kĹje DFA eÐnai kanonikă.

(a) QrhsimopoioÔme epagwgă wc proc to măkoc thc kanonikăc èkfrashc r pou parĹgei th glÿssa. An prìkeitai gia mia apì tic ekfrĹseic ∅, ϵ ă a, me a ∈ Σ, polÔ eÔkola ftiĹqnoume autìmata pou tic anagnwrÐzoun ìpwc faÐnetai sto parakĹtw Sqăma 12.

An tÿra èqoume mia èfrash x tou tÔpou r + s, rs h r^∗, tìte ta măkh twn r kai s eÐnai autsthrĹ mikrìtera tou |x|, Ĺra mporoÔme na upojèsoume epagwgikĹ ìti èqoume kĹpoia autìmata M kai N pou anagnwrÐzoun tic glÿssec L(r) kai L(s). QrhsimopoioÔme ta M kai N sa maÔra koutiĹ kai mac endiafèrei mìno na fiblèpoumefl ap’ èxw tic arqikèc kai telikèc touc katastĹseic.

3.2. KANONIK§OTHTA GLWSS§WN TWN AUTOM§ATWN 29

Sqăma 12. Ta ϵ-NFA gia tic ekfrĹseic ∅ (a), ϵ (b) kai a (c)

Sto Sqăma 13 blèpoume sta (a) kai (b) ta autìmata M kai N pou antistoiqoÔn stic ekfrĹseic r kai s. Sta (c), (d) kai (e) blèpoume pwc autĹ sunduĹzontai ÿste na ftiĹxoun autìmata gia tic glÿssec r + s, rs kai r^∗.

Sto (c) orÐzoume mia nèa arqikă korufă kai thn enÿnoume me ϵ-akmèc me tic dÔo arqikèc korufèc twn M kai N. Oi telikèc katastĹseic paramènoun oi Ðdiec.

Sto (d) arqikă korufă eÐnai aută tou M tou opoÐou oi telikèc katastĹseic sundèontai me ϵ-akmèc me thn arqikă tou N. Telikèc katastĹseic tou sumplègmatoc eÐnai autèc tou N.

Sto (e) oi telikèc katastĹseic tou M sundèontai me ϵ-akmèc me thn arqikă katĹstash tou M. Arqikèc kai telikèc katastĹseic paramènoun oi Ðdiec.

(b) ’Estw DFA M = (Q, Σ, δ, q_1, F ), ìpou Q = {q_1, . . . , q_n}. OrÐzoume gia i, j = 1, . . . , n, k = 0, . . . , n, tic glÿssec R^k_{i,j} na eÐnai ekeÐnec oi lèxeic tou Σ^∗ pou eÐnai tètoiec ÿste an xekinăsoume apì thn korufă q_i kai tic akoloujăsoume tìte ftĹnoume sthn korufă q_j qwrÐc na qrhsimopoiăsoume korufă q_l me l > k.

EÐnai fanerì ìti L(M) = ⋃ q_j ∈F R^n_{1,j} . (3.1)

Me Ĺlla lìgia, apodektèc gÐnontai ekeÐnec oi lèxeic pou mac epitrèpoun na ftĹsoume, xekinÿntac apì thn arqikă korufă q_1, se kĹpoia apì tic korufèc q_j ∈ F , qwrÐc kanèna periorismì wc proc tic endiĹmesec korufèc (epeidă o Ĺnw deÐkthc eÐnai n, kai, oÔtwc ă Ĺllwc, den upĹrqoun korufèc q_l, me l > n.

Ja deÐxoume me epagwgă wc proc to k ìti oi glÿssec R^k_{i,j} eÐnai ìlec kanonikèc. ’Ara kanonikă eÐnai kai h L(M) afoÔ me bĹsh thn (3.1) eÐnai peperasmènh ènwsh apì kanonikèc glÿssec, kai h ènwsh dÔo kanonikÿn glwssÿn eÐnai ex orismoÔ kanonikă.

Gia k = 0 tÿra, parathroÔme ìti h apaÐthsh, ston orismì thc R^k_{i,j} ìson aforĹ to poiec korufèc den prèpei na qrhsimopoihjoÔn eÐnai idiaÐtera austhră, afoÔ h sunjăkh l > 0 isqÔei gia kĹje korufă q_l ∈ Q. ’Ara èqoume R^0_{i,j} = { {α ∈ Σ : δ(q_i, α) = q_j } (i ≠ j) {α ∈ Σ : δ(q_i, α) = q_i} ∪ {ϵ} (i = j) Autì shmaÐnei ìti oi glÿssec R^0_{i,j} eÐnai peperasmèna sÔnola apì sÔmbola tou Σ ă to grĹmma ϵ. KĹje èna ìmwc apì autĹ eÐnai kanonikă glÿssa Ĺra eÐnai tètoia kai h R^0_{i,j} .

’Oson aforĹ to epagwgikì băma, an upojèsoume ìti oi R^{k−1}_{i,j} eÐnai ìlec kanonikèc tìte to Ðdio sunĹgoume kai gia tic R^k_{i,j} afoÔ parathrăsoume ìti isqÔei h anadromikă sqèsh R^k_{i,j} = R^{k−1}_{i,k} (R^{k−1}_{k,k} )^∗R^{k−1}_{k,j} ∪ R^{k−1}_{i,j} . (3.2) GiatÐ ìmwc isqÔei h (3.2)?

EÐnai fanerì ìti h glÿssa R^k_{i,j} eÐnai upersÔnolo thc R^{k−1}_{i,j} , afoÔ o periorismìc l ≤ k, ston orismì thc R^k_{i,j} , gÐnetai asjenèsteroc (isqÔei pio suqnĹ) ìso megalÿnei to k. Poiec eÐnai ìmwc ekeÐnec oi lèxeic pou anăkoun sto sÔnolo R^k_{i,j} allĹ ìqi sto R^{k−1}_{i,j} , oi lèxeic me Ĺlla lìgia thc (sunolojewrhtikăc) diaforĹc R^k_{i,j} \ R^{k−1}_{i,j} ? EÐnai akribÿc ekeÐnec oi lèxeic pou odhgoÔn apì thn katĹstash q_i sthn q_j , qwrÐc na fipatoÔnfl se korufă q_l, l > k, allĹ pou patoÔn toulĹqiston mia forĹ sthn korufă q_k ìwc faÐnetai sto Sqăma 14.

Sqăma 13. (a) Autìmato gia r, (b) gia s, (c) gia r + s, (d) gia rs, (e) gia r^∗

Mia tètoia lèxh antistoiqeÐ se èna monopĹti pĹnw sto DFA pou sÐgoura fipatĹeifl pĹnw sthn korufă q_k, endeqomènwc kai pĹnw apì mÐa forĹ (sto Sqăma 14 patĹei dÔo forèc). An onomĹsoume w mia tètoia lèxh, kai onomĹsoume σ to prìjema thc w pou antistoiqeÐ sto monopĹti apì to q_i sto q_k, pou den patĹei sthn q_k, kai τ to epÐjema thc w gai to monopĹti q_k → q_j pou den patĹei sthn q_k, tìte h w grĹfetai w = σv_1 · · · v_tτ, ìpou oi lèxeic v_1, . . . , v_t antistoiqoÔn se monopĹtia pou arqÐzoun kai teleiÿnoun apì to q_k, qwrÐc na patoÔn sto q_k. EÐnai dhl. σ ∈ R^{k−1}_{i,k} , v_l ∈ R^{k−1}_{k,k} , l = 1, . . . , t, kai τ ∈ R^{k−1}_{k,j} , èqoume Ĺra deÐxei ton egkleismì R^k_{i,j} \ R^{k−1}_{i,j} ⊆ R^{k−1}_{i,k} (R^{k−1}_{k,k} )^∗R^{k−1}_{k,j} . O antÐstrofoc egkleismìc eÐnai akìmh pio eÔkoloc kai paraleÐpetai. □ ’Askhsh 43. KataskeuĹste DFA gia tic kanonikèc ekfrĹseic:

1. 10 + (0 + 11)0^∗1 2. 01 (((10)^∗ + 111)^∗ + 0)^∗ 1 3. ((0 + 1)(0 + 1))^∗ + ((0 + 1)(0 + 1)(0 + 1))^∗

3.3. KLEIST§OTHTA KANONIK§WN GLWSS§WN K§ATW AP§O APL§ES PR§AXEIS 31

Sqăma 14. ’Ena monopĹti sto DFA pou antistoiqeÐ se lèxh tou R^k_{i,j} \ R^{k−1}_{i,j}

Sqăma 15. To Sqăma gia thn ’Askhsh 44 ’Askhsh 44. Dÿste mia kanonikă èkfrash gia th glÿssa pou anagnwrÐzei to autìmato tou Sqămatoc 15. ’Askhsh 45. Dÿste mia kanonikă èkfrash gia th glÿssa pou anagnwrÐzei to autìmato tou Sqămatoc 16.

Sqăma 16. To Sqăma gia thn ’Askhsh 45

3.3 Kleistìthta kanonikÿn glwssÿn kĹtw apì aplèc prĹxeic

Apì ton orismì twn kanonikÿn ekfrĹsewn kai twn glwssÿn eÐnai fanerì ìti an L_1 kai L_2 eÐnai kanonikèc glÿssec tìte kanonikă eÐnai kai h L_1 ∪ L_2 ìpwc kai h glÿssa L^∗_1. Den eÐnai ìmwc kajìlou profanèc apì ton orismì twn kanonikÿn ekfrĹsewn to an h sumplhrwmatikă glÿssa

L^c_1 = {w ∈ Σ^∗ : w /∈ L_1}

eÐnai kanonikă. GÐnetai ìmwc kai autì fanerì an qrhsimopoiăsoume to Jeÿrhma 5 pou lèei ìti mia glÿssa eÐnai kanonikă an kai mìno an upĹrqei èna DFA pou thn anagnwrÐzei. ’Estw loipìn ìti to DFA M anagnwrÐzei th glÿssa L_1. FtiĹnqoume èna DFA M^′ apì to M kratÿntac tic Ðdiec katastĹseic, alfĹbhto, arqikă katĹstash kai akmèc tou M allĹ kĹnoume ìlec tic telikèc katastĹseic tou M mh telikèc kai ìlec tic mh telikèc katastĹseic tou M tic kĹnoume telikèc sto M^′. (Edÿ prèpei na eÐmaste lÐgo prosektikoÐ kai na douleÔoume sto morfă tou M pou de qrhsimopoieÐ suntomografÐa, allĹ pou ikanopoieÐ thn arqikă apaÐthsh gia DFA, ìti dhl. gia kĹje katĹstash kai gia kĹje grĹmma tou alfabătou upĹrqei akribÿc mia akmă.) EÐnai fanerì tÿra ìti mia lèxh gÐnetai dektă sto M^′ an kai mìno an de gÐnetai dektă sto M, Ĺra to M^′ eÐnai èna DFA gia th glÿssa L^c_1.

EÐnai tÿra eÔkolo na deÐxoume ìti kai h glÿssa L_1 ∩ L_2 eÐnai kanonikă. ArkeÐ na deÐxoume ìti to sumplărwmĹ thc eÐnai, kai (L_1 ∩ L_2)^c = L^c_1 ∪ L^c_2,

kai apì autĹ pou eÐpame prohgoumènwc prokÔptei o isqurismìc.

Orismìc 28. AntikatĹstash (substitution) se èna alfĹbhto Σ eÐnai mia opoiadăpote antistoÐqish twn grammĹtwn tou alfabătou se glÿssec pĹnw apì to Σ, mia opoiadăpote sunĹrthsh dhl.

f : Σ → 2^{Σ∗} ,

mia sunĹrthsh dhl. pou paÐrnei timèc tuqìnta uposÔnola tou Σ^∗. An gia kĹje α ∈ Σ h glÿssa f(a) eÐnai kanonikă, tìte kai h antikatĹstash onomĹzetai kanonikă.

’Eqontac mia antikatĹstash f : Σ → 2^{Σ∗} mporoÔme na epekteÐnoume to pedÐo orismoÔ thc apì grĹmmata tou Σ se lèxeic tou Σ^∗. An w = α_1 · · · α_n, α_i ∈ Σ, eÐnai mia lèxh, tìte orÐzoume (qrhsimopoioÔme to Ðdio sÔmbolo f gia na sumbolÐsoume kai thn epektetamènh sunĹrthsh) f(w) = f(α_1) · · · f(α_n), h glÿssa dhl. pou prokÔptei apì th sugkìllhsh twn glwssÿn f(α_1), . . . , f(α_n).

An L eÐnai mia glÿssa orÐzoume wc sunăjwc f(L) = ⋃ w∈L f(w). Jeÿrhma 6. An L kanonikă, kai h antikatĹstash f eÐnai kanonikă, tìte h f(L) eÐnai kanonikă glÿssa.

SkÐtso apìdeixhc. AfoÔ h L eÐnai kanonikă tìte prokÔptei wc glÿssa miac kanonikăc èkfrashc r. EÐnai eÔkolo na doÔme (allĹ den to kĹnoume me leptomèreia edÿ) ìti h glÿssa f(L) eÐnai akribÿc aută pou prokÔptei an tropopoiăsoume thn èkfrash r antikajistÿntac kĹje grĹmma α pou emfanÐzetai sthn r me mia kanonikă èkfrash gia th glÿssa f(α). ’Ara h glÿssa f(L) dÐdetai apì kanonikă èkfrash, Ĺra eÐnai kanonikă. □ ’Askhsh 46. ApodeÐxte to Jeÿrhma 6 akoloujÿntac th fisuntagăfl tou skÐtsou apìdeixhc pou dìjhke. MporeÐte gia parĹdeigma na qrhsimopoiăsete epagwgă wc proc to măkoc miac kanonikăc èkfrashc thc kanonikăc glÿssac L.

Orismìc 29. Mia antikatĹstash f lègetai omomorfismìc an gia kĹje α ∈ Σ glÿssa f(α) eÐnai monosÔnolo.

Epeidă kĹje peperasmèno sÔnolo lèxewn eÐnai kanonikă glÿssa (apì ton orismì tou ti eÐnai kanonikă glÿssa) apì to prohgoÔmeno jeÿrhma èpetai ìti oi omomorfismoÐ diathroÔn thn kanonikìthta twn glwssÿn.

Orismìc 30. An f eÐnai omomorfismìc kai L eÐnai mia glÿssa, h antÐstrofh omomorfikă eikìna thc L eÐnai h glÿssa f^{−1}(L) = {w ∈ Σ^∗ : f(w) ∈ L}. Jeÿrhma 7. An f omomorfismìc kai L kanonikă glÿssa tìte kai h f^{−1}(L) eÐnai kanonikă.

Apìdeixh. ’Estw M èna DFA pou anagnwrÐzei thn L. FtiĹqnoume DFA M^′ wc exăc: kratĹme Ðdiec katastĹseic kai arqikèc kai telikèc katastĹseic me to M kai orÐzoume mìno nèa sunĹrthsh metĹbashc wc exăc: an q eÐnai mia katĹstash tou M kai α ∈ Σ orÐzoume δ_M ′ (q, α) = δ_M (q, f(α)). MetabaÐnoume dhl. sto M^′ se ekeÐnh thn katĹstash ìpou ja katalăgame an sto M xekinĹgame apì thn katĹstash q kai akoloujoÔsame th lèxh f(α). EÐnai fanerì ìti h lèxh w gÐnetai apodektă apì to M^′ an kai mìno an h lèxh f(w) gÐnetai apodektă apì to M, Ĺra to DFA anagnwrÐzei th glÿssa f^{−1}(L), opìte aută eÐnai kanonikă. □ ’Askhsh 47. An L eÐnai kanonikă glÿssa tìte kai h glÿssa

L^R = { x ∈ Σ^∗ : x^R ∈ L } eÐnai kanonikă. Me x^R sumbolÐzoume th lèxh x me ta grĹmmatĹ thc se anĹpodh seirĹ. P.q. 011^R = 110. (Upìdeixh: Doulèyte pĹnw se mia kanonikă èkfrash gia thn L.)

3.4 To Lămma ’Antlhshc kai mh kanonikèc glÿssec

UpĹrqoun glÿssec pou den eÐnai kanonikèc. Autì eÐnai profanèc gia polÔ genikoÔc lìgouc, pou den èqoun tìso polÔ na kĹnoun me th fÔsh twn kanonikÿn glwssÿn, parĹ mìno me to gegonìc ìti kĹje kanonikă glÿssa epidèqetai mia peperasmènh perigrafă. Aută mporeÐ na eÐnai eÐte mia kanonikă èkfrash, eÐte h domă enìc DFA pou thn anagnwrÐzei, gia parĹdeigma.

Pìsec ìmwc diaforetikèc peperasmènec perigrafèc upĹrqoun?

EÐnai fanerì ìti autèc eÐnĹi Ĺpeirec to plăjoc (afoÔ p.q. upĹrqoun osodăpote megĹlec kanonikèc ekfrĹseic), allĹ autì den eÐnai eparkăc plhroforÐa gia to plăjoc touc. EÐnai polÔ pio akribèc to ìti upĹrqoun arijmăsimec to plăjoc peperasmènec perigrafèc, mporoÔn dhl. ìlec oi peperasmènec perigrafèc na aparijmhjoÔn: h perigrafă 1, h perigrafă 2, ..., h perigrafă N, ..., me trìpo ÿste na mh meÐnei kamiĹ perigrafă ap’ èxw. Autìc eÐnai o orismìc enìc arijmăsimou sunìlou. ’Ena sÔnolo dhl. lègetai arijmăsimo an upĹrqei mia 1-1 apeikìnish tou sunìlou autoÔ stouc fusikoÔc arijmoÔc (bebaiwjeÐte ìti to katalabaÐnete autì).

To giatÐ to sÔnolo ìlwn twn peperasmènwn ekfrĹsewn (pĹnw apì èna stajerì alfĹbhto Σ) eÐnai arijmăsimo eÐnai aplì. AfoÔ to Σ eÐnai peperasmèno upĹrqoun peperasmèno to plăjoc ekfrĹseic pou mporoÔn na ftiĹxoume me măkoc n, gia kĹje n. Gia thn akrÐbeia, upĹrqoun to polÔ |Σ|^n tètoiec ekfrĹseic. Gia na aparijmăsoume loipìn to sÔnolo ìlwn twn peperasmènwn ekfrĹsewn, arijmoÔme prÿta tic ekfrĹseic măkouc 1, metĹ autèc măkouc 2, kai suneqÐzoume kat’ autìn ton trìpo, ÿste de mènei tÐpota amètrhto.

EÐnai arketĹ pio dÔskolo (kai paraleÐpoume thn apìdeixh) na doÔme ìti to sÔnolo ìlwn twn uposunìlwn opoioudăpote Ĺpeirou sunìlou den eÐnai arijmăsimo. ’Etsi, to sÔnolo ìlwn twn glwssÿn pĹnw apì to Σ, dhl. to sÔnolo ìlwn twn uposunìlwn tou Ĺpeirou sunìlou Σ^∗ den eÐnai arijmăsimo. ’Ara upĹrqei kĹpoia glÿssa pou den èqei antÐstoiqh peperasmènh perigrafă, opìte den eÐnai kanonikă.

To parapĹnw eÐnai èna polÔ genikì epiqeÐrhma, ìpwc eÐpame, kai den exartĹtai sqedìn kajìlou apì to ti ennooÔme kanonikă glÿssa, parĹ mìno ìti, ì,ti ki an ennooÔme, h kanonikă glÿssa mporeÐ na perigrafeÐ plărwc me mia peperasmènh akoloujÐa apì grĹmmata, dialegmèna apì èna peperasmèno alfĹbhto. Me ton Ðdio trìpo faÐnetai, p.q. ìti upĹrqoun sunartăseic f : N → N pou den eÐnai upologÐsimec apì prìgramma, ousiastikĹ ìti ki an ennoÔme me autì. Ac poÔme gia parĹdeigma ìti jewroÔme mia tètoia sunĹrthsh upologÐsimh an upĹrqei èna prìgramma se kĹpoia glÿssa programmatismoÔ, ac poÔme thn C pou upologÐzei th sunĹrthsh aută. Ma èna prìgramma apoteleÐ peperasmènh perigrafă thc sunĹrthshc, Ĺra, epeidă to plăjoc twn sunartăsewn f : N → N den eÐnai arijmăsimo, upĹrqei kĹpoia sthn opoÐa den antistoiqeÐ prìgramma, pou den eÐnai dhl. upologÐsimh.

De bohjĹei ìmwc autì to epiqeÐrhma sto na apodeÐxei kaneÐc ìti sugkekrimènec glÿssec den eÐnai kanonikèc. An kai gnwrÐzoume dhl. ìti oi perissìterec glÿssec (upì mÐa ènnoia) den eÐnai kanonikèc, eÐnai par’ ìla autĹ dÔskolo na deÐxoume autì gia mia sugkekrimènh glÿssa pou mac dÐdetai, p.q. gia thn

L_1 = {0^n1^n : n = 0, 1, 2, . . .}.

Aută h glÿssa apartÐzetai apì ìlec tic lèxeic pou èqoun arqikĹ mia omĹda apì mhdenikĹ kai metĹ mia Ðsh se măkoc omĹda apì Ĺssouc, kai tÐpote Ĺllo. Ja doÔme se lÐgo èna trìpo apìdeixhc tou ìti h L_1 den eÐnai kanonikă. DiaisjhtikĹ ìmwc o lìgoc eÐnai o exăc (to parakĹtw den apoteleÐ apìdeixh): èna autìmato eÐnai ousiastikĹ isodÔnamo me èna upologistă san ki autoÔc pou xèroume me mìno ton periorismì ìti o upologistăc autìc èqei peperasmènh kai stajeră mnămh, den exartĹtai dhl. h posìthta thc mnămhc tou apì to prìblhma pou èqei na lÔsei. An eÐqame èna prìgramma pou trèqei se èna tètoio upologistă kai to opoÐo anagnwrÐzei th glÿssa L_1, autì to prìgramma ja eÐqe prìsbash se mnămh thc opoÐac to măkoc de mporeÐ na exartĹtai apì to măkoc thc lèxhc proc anagnÿrish. ’Omwc, de mporoÔme na fantastoÔme èna prìgramma (algìrijmo) pou ja apofasÐzei an mia lèxh anăkei sthn L_1 ă oqi qwrÐc na fijumĹtaifl kĹpou to pìsa mhdenikĹ èqei dei. Ki autì de gÐnetai an o arijmìc twn mhdenikÿn eÐnĹi polÔ megĹloc, giatÐ ìso auxĹnei to plăjoc twn mhdenikÿn tìso auxĹnei, qwrÐc Ĺnw frĹgma, to plăjoc twn yhfÐwn (h mnămh) pou qreiazìmaste gia na apojhkeÔsoume ton arijmì autì.

EÐnai dÔskolo na metatrèyoume to parapĹnw diaisjhtikì epiqeÐrhma se apìdeixh, opìte h mèjodoc pou akoloujoÔme gia na deÐxoum eìti h L_1 deneÐnai kanonikă eÐnai arketĹ diaforetikă. QrhsimopoioÔme to akìloujo polÔ qrăsimo lămma.

Jeÿrhma 8. (Lămma ’Antlhshc ` Pumping Lemma) ’Estw ìti h L eÐnai kanonikă. Tìte upĹrqei fusikìc arijmìc n (o opoÐoc de qreiĹzetai na eÐnai megalÔteroc apì ton elĹqisto arijmì katastĹsewn enìc DFA pou anagnwrÐzei thn L) ÿste gia kĹje lèxh z ∈ L me |z| ≥ n, mporoÔme na grĹyoume z = uvw, (u, v, w ∈ Σ^∗, |v| ≥ 1, |uv| ≤ n), oÔtwc ÿste gia kĹje i = 0, 1, 2, . . ., h lèxh uv^iw ∈ L (aută eÐnai h lèxh pou arqÐzei me u akoloujeÐtai apì thn v opoiodăpote peperasmèno arijmì apì forèc ` akìmh kai 0`kai teleiÿnei me w).

Apìdeixh: ’Estw M èna DFA me elĹqisto arijmì katastĹsewn pou anagnwrÐzei th glÿssa L, kai èstw n to plăjoc twn katastĹsewn tou M. An h lèxh z anagnwrÐzetai tìte xekinÿntac apì thn arqikă korufă q_0 katalăgoume diabĹzontac thn z, me |z| = m ≥ n, se kĹpoia telikă korufă q_1 dianÔontac èna monopĹti pĹnw sto M:

q_0 = q_{i1} → q_{i2} → · · · → q_{im+1} = q_1

ìpou to plăjoc twn akmÿn eÐnai m (mia akmă gia kĹje grĹmma thc z) kai Ĺra to plăjoc twn korufÿn eÐnai m + 1 > n. SumperaÐnoume ìti upĹrqoun kĹpoiec korufèc pou emfanÐzontai toulĹqiston dÔo forèc sto monopĹti. Apì autèc tic korufèc onomĹzoume q aută pou prwtoemfanÐzetai gia deÔterh forĹ sto monopĹti kai onomĹzoume v th lèxh pou mesolabeÐ mèqri thn epìmenh emfĹnish thc q, enÿ u onomĹzome to prìjema thc z mèqri thn prÿth emfĹnish thc q kai w onomĹzome to epÐjema thc z metĹ th deÔterh emfĹnish thc q (bl. Sqăma 17).

EÐnai fanerì ìti |v| ≥ 1 kai ìti |uv| ≤ n, afoÔ sÐgoura ìtan ja èqoume diabĹsei to n-ostì grĹmma thc z ja èqoume ădh deÐ toulĹqiston mia korufă dÔo forèc, kai anĹmesa se autèc pou èqoume deÐ dÔo forèc h prÿth eÐnai ex orismoÔ h q. EpÐshc eÐnai fanerì ìti to brìgqo pou xekinĹ kai teleiÿnei sthn q mporoÔme na mhn to dianÔsoume kajìlou (opìte deÐqnoume ìti h lèxh uw ∈ L) ă na ton dianÔsoume ìsec forèc jèloume, ac poÔme i. ’Ara h lèxh uv^iw ∈ L, ìpwc ofeÐlame na deÐxoume. □

Sqăma 17. To monopĹti pou antistoiqeÐ sth lèxh uvw

Pÿc qrhsimopoioÔme to Lămma ’Antlhshc gia na deÐxoume ìti h glÿssa L_1 den eÐnai kanonikă? Upojètoume ìti eÐnai kai katalăgoume se Ĺtopo. An eÐnai loipìn, upĹrqei, apì to Lămma ’Antlhshc, ènac fusikìc arijmìc n, tètoic ÿste an z ∈ L_1 kai |z| ≥ n tìte isqÔoun ta sumperĹsmata tou Lămmatoc. ’Eqoume z = 0^n1^n ∈ L_1 kai |z| ≥ n, Ĺra z = uvw, me |uv| ≤ n kai mh kenì v, tètoia ÿste gia kĹje i = 0, 1, . . . èqoume uv^iw ∈ L_1. Autì ìmwc de gÐnetai mia kai h lèxh uv^2w = uvvw èqei sÐgoura perissìtera 0 ap’ ìti 1, afoÔ, lìgw tou ìti |uv| ≤ n, kai to u kai to v èqoun mìno mhdenikĹ mèsa touc.

Ac doÔme tÿra Ĺllh mia efarmogă tou lămmatoc Ĺntlhshc se parìmoio prìblhma. Gia kĹje lèxh x = α_1 · · · α_n, α_i ∈ Σ, orÐzoume thn antestrammènh lèxh x^R = α_n · · · α_1, na eÐnai h x me antestrammènh th seirĹ twn grammĹtwn tou. OrÐzoume th glÿssa

L_2 = { x ∈ (0 + 1)^∗ : x = x^R } , na apartÐzetai apì ìlec ekeÐnec tic lèxeic pou diabĹzontai to Ðdio apì aristerĹ kai apì ta dexiĹ.

DeÐqnoume tÿra ìti h L_2 den eÐnai kanonikă. ’Estw ìti eÐnai kai èstw n o fusikìc arijmìc tou opoÐou h Ôparxh prokÔptei apì to Lămma ’Antlhshc. OrÐzoume th lèxh z = 1^n01^n pou eÐnai sthn L_2. GrĹfetai tìte h z wc z = uvw, me mh kenì v kai |uv| ≤ n, opìte kai oi lèxeic u, v èqoun mèsa mìno 1, ÿste uv^iw ∈ L_2, gia i = 0, 1, 2, . . .. AllĹ profanÿc h lèxh uw /∈ L_2 afoÔ afairÿntac to v afairèsame kĹpoiouc Ĺssouc apì thn aristeră omĹda Ĺsswn allĹ ìqi apì th dexiĹ omĹda, opìte èqoume katalăxei se Ĺtopo, Ĺra h L_2 den eÐnai kanonikă.

’Askhsh 48. DeÐxte ìti h glÿssa { xx : x ∈ {0, 1}^∗ } den eÐnai kanonikă.

’Askhsh 49. Poiec apì tic parakĹtw glÿssec tou (0 + 1)^∗ eÐnai kanonikèc? 1. { 0^{2n} : n ≥ 1 } 2. {0^m1^n0^{m+n} : m, n ≥ 1}

3. Oi lèxeic pou den èqoun trÐa diadoqikĹ mhdenikĹ

4. Lèxeic me tìsa mhdenikĹ ìsa kai Ĺssouc. 5. { xwx^R : x, w ∈ (0 + 1)^+ }

36 KEF§ALAIO 3. KANONIK§ES EKFR§ASEIS KAI GL§WSSES

KefĹlaio 4

Algìrijmoi gia DFA.

4.1 Pìte èna DFA anagnwrÐzei kenă ă Ĺpeirh glÿssa

Dojèntoc enìc DFA M kaloÔmaste na apofasÐsoume me algorijmikì trìpo gia to an

1. UpĹrqei èstw kai mÐa lèxh pou anagnwrÐzetai apì to M,

2. UpĹrqoun Ĺpeirec lèxeic pou anagnwrÐzontai apì to M.

Kai stic dÔo periptÿseic kaloÔmaste na apantăsoume aplÿc me èna nai ă ìqi, kai de zhtoÔme na broÔme mÐa ă perissìterec (pìso mĹllon Ĺpeirec) lèxeic gia na apodeÐxoume ta legìmenĹ mac.

Prèpei dhl. na broÔme èna trìpo na apantăsoume an h glÿssa tou M eÐnai kenă ă ìqi, kai an eÐnai Ĺpeirh ă ìqi (L(M) = ∅? kai |L(M)| = ∞?). Kai prèpei o trìpoc apìfashc na eÐnai algorijmikìc, dhl. na mporoÔme na grĹyoume èna prìgramma ston upologistă to opoÐo, ìpoia kai na eÐnai h apĹnthsh, na mporeÐ na th brÐskei. Autì shmaÐnei ìti se kĹje perÐptwsh (ìpoia kai na eÐnai h apĹnthsh) prèpei to prìgramma autì (a) na teleiÿsei kai (b) na dÿsei th swstă apĹnthsh.

H apaÐthsh gia to (b) eÐnai profanăc ston perissìtero kìsmo allĹ den eÐnai Ðswc fanerì ti ennooÔme me to (a). EÐnai loipìn qrăsimo na tonÐsoume ìti o akìloujoc algìrijmoc gia na apofasÐsoume to erÿthma L(M) = ∅ den eÐnai apodektìc:

Me ton upologistă mac aparijmoÔme ìlec tic lèxeic tou Σ^∗ wc exăc. Prÿta aparijmoÔme ìlec tic lèxeic măkouc 0 (upĹrqei mìno mÐa, h kenă lèxh ϵ), metĹ aparijmoÔme tic lèxeic măkouc 1 (upĹrqoun tìsec ìsa kai a grĹmmata tou Σ, dhl. to plăjoc touc eÐnai |Σ|), metĹ tic lèxeic măkouc 2 (upĹrqoun akribÿc |Σ|^2 tètoiec), k.o.k. Me autì ton trìpo aparÐjmhshc dianÔoume ìlec tic lèxeic tou Σ^∗, qwrÐc na xaqnĹme kamiĹ. Gia kĹje lèxh ja èrjei kĹpote h seirĹ na thn exetĹsoume. ParĹllhla me thn aparÐjmhsh programmatÐzoume ton upologistă mac na exetĹzei kĹje mia apì tic arijmoÔmenec lèxeic gia to an pernĹne apì to M ă ìqi. An èstw kai mia brejeÐ pou na anagnwrÐzetai apì to M tìte stamatĹèi o algìrijmoc kai apantĹ NAI (sto erÿthma an L(M) = ∅), alliÿc suneqÐzei.

EÐnai fanerì ìti aută h mèjodoc kĹnei, katĹ kĹpoio trìpo, misă douleiĹ, mia kai den eÐnai potè dunatì na apantăsei OQI, afoÔ den xèroume, ìsec lèxeic kai na èqoume dei mèqri stigmăc, gia to an upĹrqei lèxh thc L(M) pou na brÐsketai parakĹtw sthn arÐjmhsă mac, p.q. na èqei megalÔtero măkoc ap’ ì,ti èqoume exetĹsei mèqri stigmăc. An h apĹnthsh sto erÿthma eÐnai NAI tìte, argĹ ă grăgora, o algìrijmìc mac ja apantăsei NAI, de sumbaÐnei ìmwc to Ðdio kai me to OQI.

Pÿc ja mporoÔse kĹpwc na diorjwjeÐ o algìrijmoc pou mìlic perigrĹyame?

An eÐqame èna trìpo, me dedomènh thn perigrafă tou M, na xèroume pìso megĹlh (to polÔ) eÐnai h mikrìterh se măkoc lèxh thc L(M), an mia tètoia lèxh upĹrqei, tìte ja programmatÐzame ton upologistă mac na stamatĹei thn aparÐjmhsh ìtan èqei perĹsei autì to frĹgma kai den èqei brei akìmh lèxh thc L(M), afoÔ eÐnai plèon sÐgouro ìti ìso kai na suneqÐsei de ja brei Ĺllh. Autì to skopì, kai gia ta dÔo erwtămata pou mac apasqoloÔn, exuphreteÐ to parakĹtw jeÿrhma, pou eÐnai ousiastikĹ pìrisma tou Lămmatoc ’Antlhshc.

Jeÿrhma 9. An M eÐnai èna DFA me n katastĹseic tìte

1. L(M) ≠ ∅ an kai mìno an upĹrqei w ∈ L(M) me |w| < n.

2. |L(M)| = ∞ an kai mìno an upĹrqei w ∈ L(M) me n ≤ |w| < 2n.

Apìdeixh. 1. An upĹrqei w ∈ L(M) me |w| < n tìte profanÿc L(M) ≠ ∅. AntÐstrofa, èstw L(M) ≠ ∅ kai w ∈ L(M) èqeu elĹqisto măkoc. An |w| ≥ n tìte, apì to Lămma ’Antlhshc, upĹrqei spĹsimo w = uvz me v ≠ ϵ tètoio ÿste gia kĹje i ≥ 0 èqoume uv^iz ∈ L(M). Gia i = 0 paÐrnoume uz ∈ L(M), h opoÐa ìmwc lèxh èqei măkoc mikrìtero thc w = uvz h opoÐa eÐqe ex arqăc upotejeÐ ìti èqei elĹqisto măkoc, prĹgma Ĺtopo, Ĺra |w| < n. 2. An upĹrqei w ∈ L(M) me n ≤ |w| < 2n tìte (qrhsimopoiÿntac mìno thn anisìthta n ≤ |w|) apì to Lămma ’Antlhshc to w spĹei se w = uvz, v ≠ ϵ, ètsi ÿste oi lèxeic uv^iz, i ≥ 0, anăkoun ìlec sthn L(M). AllĹ autèc eÐnai Ĺpeirec to plăjoc, Ĺra |L(M)| = ∞. AntÐstrofa, èstw |L(M)| = ∞ kai upojèsoume ìti den upĹrqei lèxh w me măkoc apì n èwc kai 2n−1, ac pĹroume w na eÐnai lèxh me elĹqisto măkoc megalÔtero ă Ðso tou 2n (tètoiec lèxeic upĹrqoun anagkastikĹ afoÔ h L(M) èqei upotejeÐ Ĺpeirh glÿssa). To Lămma ’Antlhshc efarmìzetai kai pĹli afoÔ |w| ≥ 2n ≥ n Ĺra h lèxh w grĹfetai w = uvz, me |uv| ≤ n kai v ≠ ϵ kai uv^iz ∈ L(M) (gia i ≥ 0). ’Ara uz ∈ L(M) kai afoÔ |uvz| ≥ 2n kai |v| ≤ n sumperaÐnoume ìti |uz| ≥ n, Ĺra (èqoume upojèsei ìti den upĹrqoun lèxeic sthn L(M) me măkoc apì n èwc kai 2n − 1) |uz| ≥ 2n, prĹgma pou antifĹskei me to ìti h w èqei elĹqisto măkoc anĹmesa stic lèxeic thc L(M) me măkoc toulĹqiston 2n. □ EÐmaste tÿra se jèsh na deÐxoume to akìloujo apotèlesma.

Jeÿrhma 10. Ta akìlouja erwtămata eÐnai algorijmikĹ apofasÐsima:

1. AnagnwrÐzei to DFA M mia mh kenă glÿssa?

2. AnagnwrÐzei to DFA M mia Ĺpeirh glÿssa?

3. AnagnwrÐzoun ta DFA M_1 kai M_2 thn Ðdia glÿssa?

Apìdeixh. 1. AparijmoÔme ìlec tic lèxeic măkouc mèqri kai n me grĹmmata apì to Σ (upĹrqoun akribÿc 1 + |Σ| + |Σ|^2 + · · · + |Σ|^n tètoiec lèxeic) kai tic elègqoume ìlec an pernĹne apì to autìmato M. An èstw kai mia apì autèc anagnwrÐzetai tìte apantĹme NAI, alliÿc apantĹme OQI. H mèjodoc eÐnai swstă me bĹsh to Jeÿrhma 9.1.

2. AparijmoÔme ìlec tic lèxeic măkouc apì n èwc kai 2n − 1 me grĹmmata apì to Σ. An èstw kai mia apì autèc anagnwrÐzetai tìte apantĹme NAI, alliÿc apantĹme OQI. H mèjodoc eÐnai swstă me bĹsh to Jeÿrhma 9.2.

3. Jèloume na apantăsoume sto erÿthma

L(M_1) ≠ L(M_2).

H apĹnthsh se autì eÐnai NAI an kai mìno an h akìloujh glÿssa eÐnai mh kenă

(L(M_1) ∩ L(M_2)^c) ∪ (L(M_1)^c ∩ L(M_2)). (4.1)

MporoÔme ìmwc algorijmikĹ na kataskeuĹsoume èna DFA M pou anagnwrÐzei akribÿc aută th glÿssa, opìte metĹ qrhsimopoioÔme ton algìrijmo tou skèlouc 1 autoÔ tou Jewrămatoc gia na apofasÐsoume an

4.2. SQ§ESEIS ISODUNAM§IAS GIA GL§WSSES KAI AUT§OMATA. JE§WRHMA MYHILL–NERODE39

h glÿssa thc (4.1) eÐnai kană ă ìqi. To autìmato M kataskeuĹzetai wc exăc. ParathroÔme ìti h (4.1) grĹfetai (L(M_1)^c ∪ L(M_2))^c ∪ (L(M_1) ∪ L(M_2)^c)^c

kai ìti aută h èkfrash qrhsimopoieÐ mìno enÿseic kai sumplhrÿmata. An èqoume èna DFA N kai jèloume na ftiĹxoume èna DFA N^′ gia th sumplhrwmatikă glÿssa tìte aplĹ allĹzoume tic telikèc katastĹseic tou N se mh telikèc kai tic mh telikèc se telikèc. Gia na ftiĹxoume èna DFA gia thn ènwsh dÔo glwssÿn (twn opoÐwn xèroume kĹpoia DFA) ftiĹqnoume prÿta èna ϵ-NFA gia aută thn ènwsh kai to metatrèpoume sth sunèqeia se DFA. ’Ola autĹ gÐnontai algorijmikĹ. □ 4.2 Sqèseic isodunamÐac gia glÿssec kai autìmata. Jeÿrhma Myhill–Nerode

PĹnw sto sÔnolo Σ^∗ ìlwn twn lèxewn orÐzontai fusiologikĹ oi exăc sqèseic isodunamÐac

1. An L ⊆ Σ^∗ eÐnai mia glÿssa h sqèsh R_L orÐzetai wc: x R_L y an kai mìno an gia kĹje z ∈ Σ^∗ èqoume xz ∈ L ⇔ yz ∈ L, dhl. ta xz, yz eÐte anăkoun kai ta duo sthn L eÐte kanèna.

2. An M eÐnai èna DFA tìte orÐzoume x R_M y an kai mìno an

δ(q_0, x) = δ(q_0, y),

ìpou q_0 eÐnai h arqikă katĹstash tou M kai δ(·, ·) eÐnai h sunĹrthsh metĹbashc tou M. IsqÔei dhl. x R_M y an kai mìno an to autìmato M katalăgei sthn Ðdia korufă afoÔ diabĹsei to x kai afoÔ diabĹsei to y, xekinÿntac pĹnta apì thn arqikă tou korufă.

’Askhsh 50. DeÐxte ìti oi sqèseic R_L kai R_M eÐnai sqèseic isodunamÐac.

’Askhsh 51. DeÐxte ìti h glÿssa L eÐnai ènwsh kĹpoiwn klĹsewn isodunamÐac thc R_L (anexĹrthta apì to an eÐnai h L kanonikă ă ìqi). KĹje R_L-klĹsh dhl. eÐte perièqetai plărwc sthn L eÐte den perièqei lèxeic thc L. Orismìc 31. DeÐkthc miac sqèshc isodunamÐac R lègetai o plhjĹrijmoc tou sunìlou twn klĹsewn idosunamÐac thc R.

’Askhsh 52. DeÐxte ìti o deÐkthc thc R_M eÐnai peperasmènoc kai Ðsoc me to plăjoc twn korufÿn tou M pou eÐnai prospelĹsimec apì thn arqikă korufă q_0. Mia korufă v lègetai prospelĹsimh an upĹrqei lèxh w t.ÿ. δ(q_0, w) = v.

Orismìc 32. Mia sqèsh R orismènh pĹnw sto Σ^∗ lègetai dexiĹ analloÐwth (right invariant) an gia kĹje x, y, z ∈ Σ^∗ isqÔei x R y ⇒ xz R yz. (4.2) ’Askhsh 53. DeÐxte ìti oi sqèseic R_L kai R_M pou orÐsame parapĹnw eÐnai dexiĹ analloÐwtec.

’Askhsh 54. An M eÐnai èna DFA deÐxte ìti h glÿssa L(M) pou anagnwrÐzei to M eÐnai mia ènwsh klĹsewn isodunamÐac miac sqèshc isodunamÐac me peperasmèno deÐkth. (Upìdeixh: ExetĹste thn R_M .)

Jeÿrhma 11. (Jeÿrhma Myhill–Nerode) An L ⊆ Σ^∗ ta akìlouja eÐnai isodÔnama:

1. H glÿssa L eÐnai kanonikă.

2. H glÿssa L eÐnai ènwsh kĹpoiwn klĹsewn isodunamÐac miac dexiĹ analloÐwthc sqèshc isodunamÐac R me peperasmèno deÐkth.

3. H sqèsh R_L èqei peperasmèno deÐkth.

Apìdeixh.

1 ⇒ 2 An h L eÐnai kanonikă tìte anagnwrÐzetai apì èna DFA M kai to zhtoÔmeno eÐnai h ’Askhsh 54.

2 ⇒ 3 ’Estw ìti h glÿssa L eÐnai ènwsh klĹsewn miac sqèshc isodunamÐac R pou èqei peperasmèno deÐkth t < ∞. Ja deÐxoume ìti o deÐkthc thc R_L eÐnai to polÔ t, Ĺra peperasmènoc.

DeÐqnoume kat’ arqăn th sunepagwgă x R y ⇒ x R_L y: ’Estw z ∈ Σ^∗, xz ∈ L kai x R y. Epeidă R dexiĹ analloÐwth èpetai xz R yz. ’Ara to yz anăkei sthn Ðdia R-klĹsh me to xz. AfoÔ ìmwc xz ∈ L, kai h L eÐnai ènwsh klĹsewn thc R, olìklhrh h R-klĹsh tou xz perièqetai sthn L, Ĺra yz ∈ L. DeÐxame dhl. ìti xz ∈ L ⇒ yz ∈ L, kai akribÿc to Ðdio prokÔptei kai h antÐstrofh sunepagwgă, Ĺra x R_L y, ìpwc jèlame na deÐxoume.

H sunepagwgă pou deÐxame (x R y ⇒ x R_L y) shmaÐnei ìti kĹje klĹsh thc R perièqetai ex oloklărou se mia klĹsh thc R_L. PrĹgmati, èstw x ∈ K, ìpou K mia R-klĹsh, kai èstw x ∈ S, ìpou S h R_L-klĹsh tou x. DeÐqnoume tìte ìti K ⊆ S. ’Estw loipìn y ∈ K. Autì shmaÐnei x R y Ĺra kai x R_L y, opìte y ∈ S.

AfoÔ kĹje R-klĹsh perièqetai se mia R_L-klĹsh loipìn de mporoÔn oi R_L-klĹseic na eÐnai perissìterec apì tic R-klĹseic, giati tìte ja upărqe kĹpoia R_L-klĹsh pou de ja perieÐqe kamiĹ R-klĹsh kai ja ătan kenă, prĹgma pou ex orismoÔ de gÐnetai.

3 ⇒ 1 Upojètoume tÿra ìti h R_L èqei peperasmèno deÐkth kai deÐqnoume ìti h L anagnwrÐzetai apì kĹpoio DFA M, Ĺra eÐnai kanonikă. An x ∈ Σ^∗ sumbolÐzoume me [x] thn R_L-klĹsh isodunamÐac thc lèxhc x.

• Wc sÔnolo katastĹsewn tou automĹtou M paÐrnoume to sÔnolo Q ìlwn twn R_L-klĹsewn, pou eÐnai peperasmèno apì thn upìjesh.

• Wc arqikă katĹstash paÐrnoume thn klĹsh [ϵ] thc kenăc lèxhc.

• Th sunĹrthsh metĹbashc orÐzoume wc exăc:

δ([x], α) = [xα], (α ∈ Σ). (4.3)

• Wc telikèc korufèc paÐrnoume ekeÐnec tic klĹseic thc R_L pou perièqontai sthn L (dec ’Askhsh 51).

’Askhsh 55. DeÐxte ìti o orismìc (4.3) eÐnai fikalìcfl. Autì shmaÐnei ìti an K = [x] = [y] kai efarmìsoume ton (4.3) gia na orÐsoume thn korufă δ(K, α) tìte paÐrnoume to Ðdio apotèlesma eÐte qrhsimopoiăsoume to stoiqeÐo x ston (4.3) eÐte to y.

EpanalambĹnontac ton orismì (4.3) (ă efarmìzontac epagwgă sto măkoc thc lèxhc w ∈ Σ^∗) blèpoume ìti δ([x], w) = [xw], Ĺra δ([ϵ], w) = [ϵw] = [w] pou eÐnai telikă katĹstash tou M an kai mìno an w ∈ L, Ĺra to M anagnwrÐzei akribÿc th glÿssa L. □ 4.3 ElaqistopoÐhsh DFA

To erÿthma pou mac apasqoleÐ edÿ eÐnai pÿc, dojèntoc enìc DFA M, na broÔme èna Ĺllo DFA, èstw N, pou na eÐnai isodÔnamo me to M (dhl. L(M) = L(N) ` anagnwrÐzoun thn Ðdia glÿssa) kai na èqei ton elĹqisto arijmì katastĹsewn.

4.3. ELAQISTOPO§IHSH DFA 41

ExetĹzontac thn apìdeixh tou jewrămatoc Myhill-Nerode blèpei kaneÐc eÔkola ìti upĹrqei ousiastikĹ èna monadikì tètoio elĹqisto DFA, kai eÐnai autì pou wc sÔnolo katastĹseÿn tou èqei to sÔnolo twn klĹsewn isodunamÐac thc dexiĹ analloÐwthc sqèshc isodunamÐac R_L, me L = L(M), kai wc sunĹrthsh metĹbashc th sunĹrthsh δ([x], α) = [xα] (deÐte thn apìdeixh tou Jewrămatoc Myhill-Nerode) ìpou [x] sumbolÐzei thn klĹsh thc lèxhc x ∈ Σ^∗ kai α ∈ Σ. EÐdame epÐshc sthn apìdeixh tou jewrămatoc Myhill-Nerode ìti oi klĹseic thc sqèshc R_M eÐnai uposÔnola twn klĹsewn thc R_L, kai autì shmaÐnei ìti, ìpoio kai na eÐnai to DFA M, to elĹqisto autìmato mporeÐ na prokÔyei apì to M an ìlec oi korufèc tou M pou eÐnai R_L isodÔnamec sumptuqjoÔn se mÐa korufă, ÿste plèon na mhn upĹrqoun sto nèo autìmato dÔo ă perissìterec korufèc, pou h klĹseic touc na eÐnai R_L isodÔnamec.

H mèjodoc elaqistopoÐhshc loipìn apofasÐzei gia to poiec ja eÐnai oi katastĹseic tou elĹqistou DFA afoÔ breÐ, gia kĹje zeÔgoc korufÿn tou M, an oi katastĹseic autèc eÐnai metaxÔ touc R_L-isodÔnamec. Oi katastĹseic tou elĹqistou automĹtou ja eÐnai ta sÔnola R_L-isodunĹmwn korufÿn tou M. Gia na upologÐsoume gia kĹje zeÔgoc korufÿn u kai v tou M an eÐnai R_L-isodÔnamec jewroÔme kat’ arqăn ìla ta zeÔgh korufÿn isodÔnama kai an prokÔyei gia èna zeÔgoc korufÿn ìti den eÐnai tìte mìno tic qwrÐzoume.

’Etsi, jèloume na upologÐsoume mia sunĹrthsh f(u, v) ìpou u kai v eÐnai dÔo opoiesdăpote diaforetikèc korufèc tou M, kai jèloume h sunĹrthsh aută na kĹnei 1 an oi u kai v DEN eÐnai isodÔnamec kai 0 an eÐnai. Kat’ arqăn loipìn dÐnoume tic arqikèc timèc, ∀u, v ∈ Q, u ≠ v, f(u, v) = 0, (4.4) ìpou Q to sÔnolo twn korufÿn tou M.

SÔmfwna me ton orismì thc sqèshc isodunamÐac R_L dÔo lèxeic x kai y eÐnai metaxÔ touc R_L-isodÔnamec an ìpoia kai na eÐnai h lèxh z eÐte kai oi dÔo lèxeic xz, yz anăkoun sthn L eÐte ki oi dÔo den anăkoun. Amèswc autì mac dÐnei (me epilogă z = ϵ) ìti an u ∈ F kai v /∈ F tìte oi u kai v den eÐnai isodÔnamec. Autì mac dÐnei to epìmeno băma tou algorÐjmou mac ∀u ∈ F, v /∈ F f(u, v) = 1. (4.5) EÐnai epÐshc fanerì apì ton orismì thc R_L ìti an gia tic korufèc u kai v gnwrÐzoume ădh ìti den eÐnai isodÔnamec, kai gia tic dÔo korufèc a kai b upĹrqei mia lèxh σ tètoia ÿste u = δ(a, σ) kai v = δ(b, σ) tìte kai oi a, b den eÐnai metaxÔ touc R_L-isodÔnamec. Aută h paratărhsh mac dÐnei ton upìloipo algìrijmo: OrÐzoume kat’ arqăn to sÔnolo S apì zeÔgh korufÿn na perièqei ìla ta zeÔgh korufÿn (u, v) me u ∈ F , v /∈ F , dhl. ìla ta zeÔgh korufÿn gia ta opoÐa gnwrÐzoume ìti ta mèlh touc den eÐnai isodÔnama. ’Estw tÿra èna nèo sÔnolo apì zeÔgh korufÿn T pou apoteleÐtai apì ìla ta zeÔgh korufÿn (a, b) gia ta opoÐa isqÔei akìmh f(a, b) = 0 (jewroÔntai dhl. akìmh isodÔnama) kai gia ta opoÐa upĹrqei èna grĹmma σ ∈ Σ tètoio ÿste to zeÔgoc (δ(a, σ), δ(b, σ)) ∈ S. AfoÔ upologÐsoume to sÔnolo autì T jètoume metĹ f(a, b) = 1 gia ìla ta (a, b) ∈ T , kai tèloc antigrĹfoume to T pĹnw sto paliì S, to opoÐo kai petĹme, kai suneqÐzoume thn Ðdia diadikasÐa (ftiĹqnoume èna nèo T pou prokÔptei apì to nèo S, k.o.k.), èwc ìtou to sÔnolo T pou ftiĹxoume na prokÔyei kenì. Autì shmatodoteÐ ìti den èqoume plèon Ĺllh plhroforÐa na antlăsoume kai stamatĹme edÿ.

ApodeiknÔetai ìti o algìrijmoc autìc douleÔei, dhl. ìtan stamatăsei èqoume f(u, v) = 1 akribÿc gia ekeÐna ta zeÔgh korufÿn (u, v) me mh R_L-isodÔnama mèlh.

H kataskeuă tou elĹqistou automĹtou gÐnetai tÿra ìpwc sthn apìdeixh tou jewrămatoc Myhill-Nerode: bĹzoume apì miĹ korufă gia kĹje omĹda isodunĹmwn korufÿn tou M. Gia na broÔme pou ja pĹme me to grĹmma α apì mia tètoia fiuperkorufăfl epilègoume mia opoiadăpote M-korufă thc uperkorufăc autăc kai blèpoume pou mac pĹei to α an xekinăsoume apì aută thn korufă sto paliì mac autìmato M. H M-korufă ìpou katalăgoume anăkei se mia uperkorufă tou nèou mac upì kataskeuă automĹtou kai se aută prèpei na metaboÔme. Mia uperkorufă jewreÐtai telikă an perièqei kĹpoia telikă korufă tou M (anagkastikĹ tìte ja perièqei mìno telikèc korufèc tou F ) enÿ h arqikă uperkorufă eÐnai aută pou perièqei thn arqikă korufă tou M.

42 KEF§ALAIO 4. ALG§ORIJMOI GIA DFA.

KefĹlaio 5

Context free grammatikèc kai glÿssec

5.1 ’Enac trìpoc perigrafăc aplÿn arijmhtikÿn ekfrĹsewn

Ac upojèsoume ìti jèloume na orÐsoume to ti shmaÐnei swstĹ domhmènh arijmhtikă èkfrash. Gia na kĹnoume ta prĹgmata pio aplĹ (qwrÐc na qajeÐ h ousÐa) ac perioristoÔme se arijmhtikèc ekfrĹseic ìpou oi mìnec prĹxeic eÐnai h prìsjesh (+) kai o pollaplasiasmìc (*), kai ìpou isqÔoun oi sunhjismènoi kanìnec gia tic parenjèseic. Ac upojèsoume epÐshc ìti oi basikèc posìthtec pou ftiĹqnoun mia èkfrash sumbolÐzontai ìlec me to grĹmma x. Gia parĹdeigma h èkfrash x ∗ (x + x) + x eÐnai mia swstă èkfrash enÿ h xx + ∗() den eÐnai.

’Eqoume dhladă èna polÔ periorismèno alfĹbhto Σ = {+, ∗, (, ), x} kai prospajoÔme na orÐsoume th glÿssa twn swstÿn ekfrĹsewn, pou eÐnai èna kommĹti tou Σ^∗.

’Enac grăgoroc kai kajarìc trìpoc na tic orÐsoume eÐnai na skeftoÔme to pÿc tic ftiĹqnoume: kollĹme mazÐ, me sugkekrimènouc kanìnec, mikrìterec ekfrĹseic kai ftiĹqnoume megalÔterec. DÐnoume ètsi ton exăc orismì.

Orismìc 33. H lèxh x eÐnai swstă èkfrash. EpÐshc an oi lèxeic w kai v eÐnai swstèc ekfrĹseic, tìte swstèc ekfrĹseic eÐnai epÐshc kai oi lèxeic (w), w + v, w ∗ v. Tèloc, swstèc ekfrĹseic eÐnai mìno oi lèxeic pou prokÔptoun apì touc Ĺnw kanìnec.

’Etsi h lèxh x ∗ (x + x) + x eÐnai swstă èkfrash epeidă oi lèxeic x kai (x + x) + x eÐnai swstèc, kai h deÔterh eÐnai swstă epeidă epeidă oi (x + x) kai x eÐnai swstèc kai h prÿth apì autèc eÐnai swstă epeidă h x + x eÐnai swstă kai, tèloc, aută eÐnai swstă epeidă h x eÐnai swstă.

OrismoÐ san ton parapĹnw (allĹ kai arketĹ pio perÐplokoi) kwdikopoioÔntai stic legìmenec context free grammatikèc. Prin dÿsoume ton akribă orismì gia autèc ac poÔme ìti h context free grammatikă pou antistoiqeÐ ston parapĹnw orsimì eÐnai h: 1. S → x 2. S → (S) 3. S → S + S 4. S → S ∗ S Me to sÔmbolo S sumbolÐzoume mia fimetablhtăfl lèxh, h opoÐa mporeÐ na antikatastajeÐ me to dexÐ mèloc miac apì tic paragwgèc (S → . . .) apì tic opoÐec apartÐzetai h grammatikă. H logikă eÐnai ìti xekinĹme me th lèxh S kai efarmìzoume se autăn suneqÿc kĹpoiouc apì touc kanìnec paragwgăc mèqri na pĹroume th lèxh pou jèloume. An autì katasteÐ efiktì tìte, kai mìno tìte, h lèxh aută ja eÐnai sthn context free glÿssa pou perigrĹfetai apì thn Ĺnw context free grammatikă.

Me thn parakĹtw akoloujÐa metasqhmatismÿn prokÔptei p.q. h lèxh x ∗ (x + x) + x S → S + S (kanìnac paragwgăc 3)

→ S ∗ S + S (kanìnac paragwgăc 4) → S ∗ (S) + S (kanìnac paragwgăc 2) → S ∗ (S + S) + S (kanìnac paragwgăc 3) → x ∗ (x + x) + x (kanìnac paragwgăc 1, tèssereic forèc) EÔkola blèpei kaneÐc ìti me ìpoio trìpo kai na qrhsimopoiăsoume touc kanìnec paragwgăc de mporoÔme na pĹroume apì thn S th lèxh xx + ∗().

5.2 Orismìc context free grammatikÿn kai twn glwssÿn touc

Orismìc 34. Mia context free grammatikă G pĹnw apì èna alfĹbhto Σ (ta termatikĹ sÔmbola) eÐnai mia peperasmènh sullogă apì

• mh termatikĹ sÔmbola, pou sunăjwc ta sumbolÐzoume me kefalaÐa latinikĹ grĹmmata, kai pou perilambĹnoun to diakerimèno sÔmbolo S (arqikì mh termatikì sÔmbolo) • kanìnec paragwgăc X → w, ìpou X eÐnai èna mh termatikì sÔmbolo kai w eÐnai mia lèxh apì grĹmmata tou Σ kai mh termatikĹ sÔmbola (h w mporeÐ na eÐnai kai h kenă lèxh).

An G eÐnai mia context free grammatikă (CFG) kai w, v eÐnai dÔo lèxeic apì termatikĹ ă mh termatikĹ sÔmbola, tìte grĹfoume w^G⇒ v an me qrăsh enìc kanìna paragwgăc X → α mporeÐ na prokÔyei h lèxh v apì th lèxh w. Autì shmaÐnei ìti antikajistoÔme mia emfĹnish tou mh termatikoÔ sumbìlou X sth lèxh w me th lèxh α (pou apartÐzetai apì termatikĹ kai mh termatikĹ sÔmbola) kai me thn antikatĹstash aută prokÔptei h lèxh v.

Gia parĹdeigma, an G eÐnai h grammatikă pou orÐsame parapĹnw tìte isqÔei

x + S^G⇒ x + (S)

mia kai apì thn aristeră lèxh prokÔptei h dexiĹ an qrhsimopoihjeÐ o kanìnac 2.

OrÐzoume epÐshc w^G⇒_∗ v na shmaÐnei ìti upĹrqei peperasmènh akoloujÐa lèxewn v_1, . . . , v_n ÿste w^G⇒ v_1^G⇒ · · ·^G⇒ v_n^G⇒ v, ìti dhl. h lèxh v mporeÐ na prokÔyei apì th lèxh w me epaneilhmmènh qrăsh twn kanìnwn paragwgăc thc G. Sthn parapĹnw grammatikă gia tic ekfrĹseic isqÔei, gia parĹdeigma,

S^G⇒_∗ (S + S)

afoÔ mporoÔme apì th lèxh S na pĹme sth lèxh (S + S) efarmìzontac prÿta ton kanìna 2 kai metĹ ton kanìna 3.

’Eqontac sta qèria mac ton sumbolismì autì mporoÔme eÔkola na orÐsoume plèon poia eÐnai h glÿssa pou antistoiqeÐ se mia lèxh (apì termatikĹ ă mh sÔmbola).

5.3. §ENA ENDIAF§ERON PAR§ADEIGMA ME PL§HRH AP§ODEIXH 45 Orismìc 35. An G eÐnai mia CFG kai w mia lèxh apì termatikĹ ă mh termatikĹ sÔmbola thc G tìte h glÿssa thc w orÐzetai wc L(w) = L_G(w) = { x ∈ Σ^∗ : w^G⇒_∗ x } . ApartÐzetai dhl. h L(w) apì ekeÐnec tic lèxeic qwrÐc mh termatikĹ sÔmbola pou mporoÔn na paraqjoÔn se peperasmèno plăjoc bhmĹtwn apì th lèxh w me touc kanìnec paragwgăc thc G.

Tèloc orÐzoume thn glÿssa thc G.

Orismìc 36. An G eÐnai mia CFG h glÿssa L(G) orÐzetai na eÐnai h glÿssa L(S). Mia glÿssa L lègetai context free glÿssa (CFL) an eÐnai h glÿssa kĹpoiac context free grammatikăc.

EÐnai dhl. h glÿssa thc G ìlec oi lèxeic tou Σ^∗ pou parĹgontai apì to arqikì mh termatikì sÔmbolo S. Ja qrhsimopoioÔme sunăjwc th suntomografÐa X → w_1|w_2| . . . |w_n gia na upodhlÿsoume mia omĹda apì kanìnec paragwgăc X → w_1, X → w_2, . . . , X → w_n, me to Ðdio aristerì mèloc.

’Askhsh 56. Poia eÐnai h glÿssa thc grammatikăc me kanìnec S → ϵ | 0S0 | 1S1? ’Askhsh 57. Dÿste mia CFG gia th glÿssa {0^n1^n : n = 1, 2, . . .}.

’Askhsh 58. Anatrèxte pÐsw ston orismì tou ti eÐnai kanonikă èkfrash. An stajeropoiăsoume to alfĹbhto se, ac poÔme, Σ = {a, b}, dÿste mia CFG gia th glÿssa twn kanonikÿn ekfrĹsewn pĹnw apì to Σ.

5.3 ’Ena endiafèron parĹdeigma me plărh apìdeixh

Ac doÔme tÿra èna parĹdeigma miac CFG me parapĹnw apì èna mh termatikì sÔmbolo. H grammatikă aută ja èqei wc glÿssa thc ìlec tic lèxeic tou {a, b}^∗ pou èqoun Ðdio plăjoc apì a kai b. JumÐzoume edÿ ìti aută h glÿssa den eÐnai kanonikă (apodeiknÔetai eÔkola autì me qrăsh tou Lămmatoc ’Antlhshc (Jeÿrhma 8).

H grammatikă G_1 eÐnai h akìloujh: 1. S → aB | bA | ϵ 2. A → aS | bAA 3. B → aBB | bS Jeÿrhma 12. H glÿssa L(G_1) apartÐzetai apì ekeÐnec tic lèxeic tou {a, b}^∗ me Ðdio plăjoc apì a kai b.

Apìdeixh: Kat’ arqăn ta mìna termatikĹ sÔmbola pou emfanÐzontai stouc kanìnec thc G_1 eÐnai ta a kai b, Ĺra h L(G_1) eÐnai uposÔnolo tou {a, b}^∗.

Ac sumbolÐzoume gia mia lèxh w tou {a, b}^∗ me A(w) kai B(w) antÐstoiqa to plăjoc twn a kai b pou perièqei.

Prèpei na deÐxoume ìti isqÔei A(w) = B(w) an kai mìno an S^{G1}⇒_∗ w. AllĹ an prospajăsoume na deÐxoume mìno autì ja sunantăsoume duskolÐec. Par’ ìti deÐqnei antifatikì mac dieukolÔnei to na deÐxoume parĹllhla kai Ĺllec dÔo protĹseic. ’Etsi ja deÐxoume me epagwgă wc proc to măkoc thc lèxhc w tic exăc treÐc isodunamÐec.

1. w ∈ L(S) an kai mìno an A(w) = B(w).

2. w ∈ L(A) an kai mìno an A(w) = B(w) + 1.

3. w ∈ L(B) an kai mìno an B(w) = A(w) + 1.

O rìloc dhl. twn mh termatikÿn sumbìlwn A kai B sthn G_1 eÐnai na parĹgoun ìlec tic lèxeic me akribÿc èna a parapĹnw (gia to A) kai akribÿc èna b parapĹnw (gia to B).

’Opwc eÐpame sumbolÐzoume me n to măkoc thc lèxhc w kai kĹnoume epagwgă wc proc n. An n = 0, tìte w = ϵ kai w parĹgetai apì to S me ton teleutaÐo kanìna paragwgăc tou S enÿ den parĹgetai apì ta A ă B, afoÔ ìloi oi kanìnec paragwgăc twn A kai B parĹgoun mh kenèc lèxeic. Blèpoume ètsi ìti isqÔoun kai oi treic isodunamÐec gia th lèxh w = ϵ, th monadikă lèxh me măkoc n = 0.

Upojètoume tÿra epagwgikĹ ìti isqÔoun kai oi treic Ĺnw isodunamÐec gia kĹje lèxh w me |w| ≤ n − 1.

’Estw tÿra w mia lèxh me măkoc n. ApodeiknÔoume thn prÿth isodunamÐa: w ∈ L(S) ⇐⇒ A(w) = B(w). w ∈ L(S) =⇒ A(w) = B(w) AfoÔ w ∈ L(S) upĹrqei mia akoloujÐa paragwgÿn thc G_1 pou arqÐzei apì to S kai katalăgei sth w. An to prÿto grĹmma thc w eÐnai a tìte sthn prÿth paragwgă anagkastikĹ qrhsimopoieÐtai o kanìnac S → aB. Autì sunepĹgetai ìti w = ax ìpou x eÐnai mia lèxh gia thn opoÐa isqÔei x ∈ L(B), kai |x| ≤ n − 1. Apì thn epagwgikă upìjesh èpetai ìti B(x) = A(x) + 1 kai sunepÿc A(w) = B(w). OmoÐwc, an to prÿto grĹmma thc w eÐnai b tìte o prÿtoc kanìnac paragwgăc apì to S sto w eÐnai anagkastikĹ o S → bA, Ĺra w = by, me y ∈ L(A) kai |y| = n−1. Apì thn epagwgikă upìjesh A(y) = B(y)+1 apì to opoÐo prokÔptei A(w) = B(w). A(w) = B(w) =⇒ w ∈ L(S) An to prÿto grĹmma thc w eÐnai a tìte w = ax me A(x) = B(x) − 1, kai |x| = n − 1. Apì thn epagwgikă upìjesh prokÔptei ìti x ∈ L(B), Ĺra upĹrqei trìpoc na parĹgoume to x apì to mh termatikì sÔmbolo B. ArqÐzontac tìte apì to S, efarmìzoume ton kanìna paragwgăc S → aB kai akoloÔjwc parĹgoume apì to B to x. SunolikĹ èqoume paragĹgei ètsi to w apì to S deÐqnontac se aută thn perÐptwsh w ∈ L(S). OmoÐwc, an to prÿto grĹmma thc w eÐnai to b tìte grĹfetai w = by me |y| = n − 1 kai A(y) = B(y) + 1, Ĺra, me thn epagwgikă upìjesh, isqÔei y ∈ L(A). Gia na paragĹgoume loipìn th w apì to S xekinoÔme efarmìzontac ton kanìna S → bA, kai akoloÔjwc parĹgoume apì to A to y, paÐrnontac ètsi telikĹ to w.

Edÿ èqoume deÐxei to epagwgikì băma gia thn prÿth isodunamÐa.

DeÐqnoume tÿra to epagwggikì băma gia thn isodunamÐa w ∈ L(A) ⇐⇒ A(w) = B(w) + 1. Prosèxte ìti edÿ upĹrqei asummetrÐa sthn apìdeixh ìson aforĹ to rìlo pou paÐzei to a kai to b wc prÿto grĹmma thc lèxhc w. w ∈ L(A) =⇒ A(w) = B(w) + 1 ’Estw ìti to prÿto grĹmma thc lèxhc w eÐnai to a. Tìte anagkastikĹ h prÿth paragagwgă apì to A sto w eÐnai h A → aS, opìte w = ax me |x| = n − 1 kai anagkastikĹ tìte to x prèpei na eÐnai paragìmeno apì to S, Ĺra x ∈ L(S) kai apì thn epagwgikă upìjesh A(x) = B(x), apì to opoÐo prokÔptei ìti A(w) = B(w) + 1.

An to prÿto grĹmma thc w eÐnai to b tìte o prÿtoc kanìnac pou efarmìzetai sthn paragwgă thc w apì to A eÐnai anagkastikĹ o A → bAA, opìte èqoume w = bx_1x_2 ìpou x_1, x_2 ∈ L(A), kai, fusikĹ, |x_1|, |x_2| ≤ n−1. Apì thn epagwgikă upìjesh tÿra prokÔptei ìti A(x_1) = B(x_1) + 1 kai A(x_2) = B(x_2) + 1, apì ta opoÐa prokÔptei fusikĹ ìti A(w) = B(w) + 1. A(w) = B(w) + 1 =⇒ w ∈ L(A) An to prÿto grĹmma thc w eÐnai to a tìte w = ax me A(x) = B(x), |x| = n − 1, opìte apì thn epagwgikă upìjesh prokÔptei x ∈ L(S). ParĹgontac tÿra apì to A me ton kanìna paragwgăc A → aS kai suneqÐzontac parĹgontac apì to S to x, katalăgoume se mia akoloujÐa paragwgăc tou w apì to A, dhl. w ∈ L(A).

An to prÿto grĹmma thc w eÐnai to b tìte w = bx me |x| = n − 1 kai A(x) = B(x) + 2. IsqÔei ìmwc to parakĹtw Lămma.

Lămma 1. An gia mia lèxh x ∈ {a, b}^∗ isqÔei A(x) = B(x) + 2 tìte to x spĹei wc x = x_1x_2 ìpou A(x_1) = B(x_1) + 1 kai A(x_2) = B(x_2) + 1.

5.4. OI KANONIK§ES GL§WSSES E§INAI KAI SONTEXT FREE 47

’Askhsh 59. DeÐxte to Lămma 1.

Opìte h lèxh x spĹei se duo kommĹtia x_1 kai x_2, x = x_1x_2, me măkoc to polÔ n − 2 h kaje mÐa kai me A(x_i) = B(x_i) + 1, i = 1, 2. Apì thn epagwgikă upìjesh èqoume tÿra x_1, x_2 ∈ L(A). Gia na paragĹgoume loipìn apì to A th lèxh w arqÐzoume me ton kanìna paragwgăc A → bAA kai akoloÔjwc anaptÔssoume to prÿto A se x_1 kai to deÔtero se x_2, petuqaÐnontac ètsi sunolikĹ mia paragwgă thc w apì to A.

ParaleÐpoume thn apìdeixh tou epagwgikoÔ bămatoc gia thn trÐth isodunamÐa mia kai aută eÐnai entelÿc parìmoia me th deÔterh isodunamÐa, me touc rìlouc twn a, b kai A, B enallagmènouc. □ 5.4 Oi kanonikèc glÿssec eÐnai kai context free

Jeÿrhma 13. KĹje kanonikă glÿssa eÐnai kai context free.

To antÐstrofo fusikĹ den isqÔei ìpwc deÐqnoun pollĹ apì ta paradeÐgmata pou èqoume dei wc tÿra, p.q. h glÿssa {0^n1^n : n = 1, 2, . . .}.

Apìdeixh. ’Estw L kanonikă glÿssa. Autì shmaÐnei ìti upĹrqei mia kanonikă èkfrash r gia th glÿssa. ArkeÐ na deÐxoume ìti kĹje kanonikă èkfrash perigrĹfei mia context free glÿssa.

ArqÐzoume apì tic aploÔsterec kanonikèc ekfrĹseic kai to deÐqnoume stadiakĹ gia ìlec. KĹnoume dhl. epagwgă wc proc to măkoc thc kanonikăc èkfrashc. An h kanonikă èkfrash r èqei măkoc 1, tìte eÐnai anagkastikĹ èna grĹmma tou Σ = {α_1, . . . , α_k}, to sÔmbolo ϵ ă to sÔmbolo ∅ (anatrèxte pÐsw ston Orismì 27). An eÐnai grĹmma tou Σ dhl. r = α_j gia kĹpoio j ∈ {1, . . . , k}, tìte h glÿssa L(r) eÐnai to monosÔnolo {α_j }, to opoÐo dÐnetai apì thn CFG S → α_j . An r = ϵ tìte L(r) = {ϵ} pou dÐnetai apì thn CFG S → ϵ, kai an r = ∅ tìte L(r) = ∅ kai autì to sÔnolo dÐnetai apì th CFG S → S, pou profanÿc den parĹgei tÐpota.

An tÿra to măkoc thc èkfrashc r eÐnai megalÔtero tou 1 tìte, me bĹsh ton orismì twn kanonikÿn ekfrĹsewn, h r eÐnai thc morfăc

• r = (st), me s, t kanonikèc ekfrĹseic mikrìterou măkouc. Apì thn epagwgikă upìjesh upĹrqoun context free grammatikèc G_1 kai G_2 tètoiec ÿste L(G_1) = L(s) kai L(G_2) = L(t). Gia na ftiĹxoume mia CFG gia th glÿssa L(r) = L(s)L(t) metonomĹzoume kat’ arqăn ìla ta mh termatikĹ sÔmbola thc G_1 kai thc G_2 ÿste na eÐnai diaforetikĹ metaxÔ touc kai diaforetikĹ apì S, kai onomĹzoume ta dÔo arqikĹ mh termatikĹ sÔmbola se S_1 kai S_2 gia tic G_1 kai G_2 antÐstoiqa. H CFG gia th glÿssa L(r) èqei wc kanìnec ìlouc touc kanìnec thc G_1 kai thc G_2 sun ton kanìna S → S_1S_2, pou eÐnai kai o mìnoc kanìnac gia to arqikì mh termatikì sÔmbolo S.

• r = (s+t). ’Opwc kai prin ìla mìno pou o epiplèon kanìnac thc grammatikăc den eÐnai tÿra o S → S_1S_2 allĹ oi dÔo kanìnec S → S_1 | S_2.

• r = (s^∗). MetonomĹzoume to arqikì mh termatikì sÔmbolo thc CFG gia to s se S_1 (ă kĹpoio Ĺllo ìnoma an autì upĹrqei ădh sth grammatikă) kai prosjètoume ton kanìna S → ϵ | S_1S.

□ ’Askhsh 60. UpĹrqei kai Ĺlloc trìpoc na deÐxoume ìti kĹje kanonikă glÿssa eÐnai kanonikă. MporoÔme na doulèyoume kat’ eujeÐan pĹnw sto DFA ă NFA pou anagnwrÐzei th glÿssa mac kai na ftiĹxoume mèsw autoÔ th grammatikă. Dialèxte èna apì ta DFA ă NFA (h douleiĹ eÐnai ousiastikĹ h Ðdia) pou emfanÐzontai se autèc tic shmeiÿseic, p.q. to autìmato pou anagnwrÐzei tic lèxeic tou {0, 1}^∗ me perittì plăjoc apì mhdenikĹ kai perittì plăjoc apì Ĺssouc (Sqăma 2). AntistoiqeÐste èna mh termatikì sÔmbolo se kĹje katĹstash tou automĹtou kai breÐte pÿc prèpei na ftiĹxete touc kanìnec paragwgăc ÿste na prokÔyei mia CFG pou na perigrĹfei thn Ðdia glÿssa. Diatupÿste èna genikì trìpo ÿste na phgaÐnete apì DFA ă NFA se isodÔnamh (pou na perigrĹfei thn Ðdia glÿssa) CFG, qwrÐc na pernĹte apì thn antÐstoiqh kanonikă èkfrash.

5.5 To autìmato me stoÐba (Push Down Automaton)

’Opwc akribÿc oi kanonikèc glÿssec èqoun antÐstoiqec mhqanèc, ta DFA, ă ta NFA ă ta ϵ-NFA, pou anagnwrÐzoun akribÿc to sÔnolo twn kanonikÿn glwssÿn, ètsi upĹrqei kai mia mhqană, to autìmato me stoÐba, ă Push Down Automaton (PDA) pou èqei thn idìthta ìti mia glÿssa L eÐnai context free an kai mìno an upĹrqei PDA pou thn anagnwrÐzei. De ja deÐxoume aută thn isodunamÐa edÿ (ìpwc eÐqame kĹnei gia tic kanonikèc glÿssec kai ta peperasmèna autìmata).

Sqăma 18. ’Ena autìmato me stoÐba

’Ena PDA (Sqăma 18) apoteleÐtai apì trÐa mèrh

1. ’Ena NFA pou to blèpoume sa fimonĹda elègqoufl thc mhqanăc. EÐnai shmantikì edÿ na tonÐsoume ìti de mporoÔme edÿ na antikatastăsoume to NFA me DFA ` ta autìmata me stoÐba eÐnai mh nteterministikèc mhqanèc.

2. Mia tainÐa anĹgnwshc (read tape) pou diabĹzetai apì ton èlegqo (NFA) me mia kefală anĹgnwshc (read head) h opoÐa arqÐzei apì ta aristerĹ thc tainÐac anĹgnwshc kai kineÐtai mìno proc ta dexiĹ, kai to polÔ katĹ èna se kĹje băma (kÔklo) thc mhqanăc. H proc anagnÿrish lèxh prèpei na topojethjeÐ ex arqăc pĹnw se aută thn tainÐa apì ton fiqrăsthfl thc mhqanăc.

3. Mia stoÐba (stack). H stoÐba eÐnai mia aperiìristh posìthta mnămhc thn opoÐa ìmwc mporoÔme na diaqeiristoÔme me polÔ periorismèno trìpo. Fantazìmaste th stoÐba sa mia (arqikĹ kenă) stălh apì jèseic mnămhc, pou arqÐzei apì to epÐpedì mac kai ekteÐnetai apeÐrwc proc ta pĹnw. Se kĹje jèsh mnămhc mporoÔme na grĹyoume èna opoiodăpote apì ta grĹmmata tou alfabătou mac ă èna peperasmèno arijmì apì Ĺlla eidikĹ sÔmbola pou endeqomènwc mac dieukolÔnoun ston fiprogrammatismìfl tou PDA. Sth stălh aută mporoÔme na kĹnoume tic exăc treic prĹxeic mìno:

• MporoÔme na doÔme ta perieqìmena thc prÿthc (apì pĹnw proc ta kĹtw) jèshc mnămhc pou eÐnai mh kenă. An h stoÐba eÐnai kenă mporoÔme na to diapistÿsoume autì.

• MporoÔme na prosjèsoume kĹti sth stoÐba allĹ mìno akribÿc sth jèsh mnămhc pĹnw apì thn prÿth (apì pĹnw proc ta kĹtw) gemĹth jèsh mnămhc. H prĹxh aută auxĹnei loipìn to Ôyoc thc stoÐbac katĹ 1.

• MporoÔme na diagrĹyoume thn pio pĹnw jèsh mnămhc (an h stoÐba eÐnai kenă aută h prĹxh den èqei kanèna apotèlesma). H prĹxh aută elattÿnei to Ôyoc thc stoÐbac katĹ èna an h stoÐba den ătan kenă.

5.5. TO AUT§OMATO ME STO§IBA (PUSH DOWN AUTOMATON) 49

To NFA tou automĹtou diabĹzei pĹli ta grĹmmata thc proc anagnÿrish lèxhc èna proc èna, apì aristerĹ proc ta dexiĹ, qwrÐc kai pĹli th dunatìthta na gurÐsei pÐsw proc ta pÐsw kai na xanadiabĹsei thn arqă thc lèxhc. Kai pĹli se kĹje băma to NFA èqei th dunatìthta na ektelèsei mia kÐnhsh anĹmesa se diĹforec dunatèc kinăseic. Mia lèxh anagnwrÐzetai apì to PDA an kĹpoia epilogă kinăsewn tou NFA mporeÐ na odhgăsei se apodoqă thc lèxhc (to opoÐo sumbaÐnei an sto tèloc to NFA eÐnai se telikă katĹstash).

H sÔndesh tou NFA me th stoÐba gÐnetai wc exăc: se kĹje metĹbash to NFA den epilègei to sÔnolo twn dunatÿn epomènwn katastĹsewn me kritărio mìno to se poia katĹstash brÐsketai autì allĹ koitÿntac tautìqrona kai poio eÐnai to perieqìmeno thc pĹnw jèshc mnămhc thc stoÐbac (h mình jèsh mnămhc pou mporeÐ Ĺllwste na dei). EpÐshc se kĹje metĹbash to NFA ekteleÐ endeqomènwc kai mia apì tic treic epitreptèc prĹxeic sth stoÐba (diabĹzei thn korufă thc, prosjètei kĹti sthn korufă thc, petĹei thn pĹnw jèsh mnămhc qamhlÿnontac thn korufă thc stoÐbac katĹ èna, ă den kĹnei tÐpota sth stoÐba).

To montèlo tou PDA eÐnai leitourgikĹ isodÔnamo me programmatismì se mia sunhjismènh glÿssa programmatismoÔ (p.q. sthn C) me touc exăc periorismoÔc kai prosjăkec.

• H mnămh pou qrhsimopoieÐ to prìgrammĹ mac prèpei na eÐnai sunolikĹ peperasmènh kai gnwstă ex’ arqăc, anexĹrthta apì to poio ja eÐnai to input (h proc anagnÿrish lèxh). Sthn prĹxh, autì to exasfalÐzoume dhlÿnontac merikèc metablhtèc akèraiou tÔpou mìno (int sth C) kai lambĹnontac upìyin ìti kĹje tètoia metablhtă de mporeÐ na megalÿsei aperiìrista, èqei dhl. sugkekrimèno arijmì apì bits (duadikĹ yhfÐa) pou antistoiqoÔn se aută.

• H prìsbash sto input gÐnetai mèsw thc sunĹrthshc int INP(); h opoÐa kĹje forĹ pou kaleÐtai epistrèfei kai to epìmeno grĹmma thc lèxhc pou exetĹzoume. ’Otan èqei diabĹsei ìla ta grĹmmata epistrèfei apì kei kai pèra thn eidikă timă -1.

• UpĹrqoun akìmh Ĺllec treic fisunartăseic bibliojăkhcfl me tic opoÐec gÐnetai o qeirismìc thc stoÐbac, kai mia sunĹrthsh akìmh me thn opoÐa mpaÐnei mèsa sth glÿssa o mh nteterminismìc pou eÐnai aparaÐthtoc sto PDA. Oi sunartăseic gia th stoÐba eÐnai oi exăc:

int READ(); Epistrèfei ta perieqìmena thc pĹnw jèshc mnămhc thc stoÐbac ă -1 an h stoÐba eÐnai Ĺdeia.
POP(); adeiĹzei mia jèsh mnămhc apì th stoÐba ă den kĹnei tÐpota an h stoÐba eÐnai ădh Ĺdeia
PUSH(int x); GrĹfei ton arijmì x sthn korufă thc stoÐbac, se mia nèa jèsh mnămhc

• H sunĹrthsh NF mèsw thc opoÐac kwdikopoieÐtai h mh ntetermistikă sumperiforĹ perigrĹfetai sthn epìmenh parĹgrafo.

Mh nteterministikĹ fiprogrĹmmatafl

GenikĹ o mhqanismìc tou mh nteterminismoÔ qrhsimopoieÐtai se problămata apofĹsewn, se erwtămata dhladă pou filodoxoÔme na lÔsoume upologistikĹ kai ta opoÐa epidèqontai NAI ă OQI apĹnthsh, ìpwc akribÿc eÐnai kai to prìblhma pou mac endiafèrei edÿ, na apofasÐzoume dhl. an mia lèxh pou mac dÐnetai anăkei se mia glÿssa L ă ìqi.

H sunĹrthsh mèsw thc opoÐac fiulopoieÐtaifl o mh nteterminismìc eÐnai h int NF(int x); h opoÐa epistrèfei mh nteterministikĹ mia apì tic epilogèc 0, 1, . . . , x − 1. To nìhma thc sunĹrthshc autăc eÐnai ìti emeÐc den èqoume kanèna èlegqo sto poia apì tic dunatèc epilogèc aută epilègei, allĹ prèpei na grĹyoume to prìgrammĹ mac me tètoio trìpo ÿste an aută h sunĹrthsh epistrèyei katĹ tic klăseic thc tic katĹllhlec epilogèc tìte na kĹnoume th lèxh dektă, an aută eÐnai mèsa sth glÿssa. AllĹ, den prèpei na se kamÐa perÐptwsh na kĹnoume dektă mia lèxh pou den anăkei sth glÿssa ìpoiec timèc ki an epistrèyei h NF.

Gia na gÐnei katanohtìc o trìpoc qrăshc thc NF deÐqnoume parakĹtw mia sunĹrthsh se C h opoÐa paÐrnei dÔo orÐsmata number kai vector kai epistrèfei 1 an o akèraioc number perièqetai ston pÐnaka vector (o opoÐoc èqei 1000 stoiqeÐa, ta vector[0], ... , vector[999]) kai 0 an den perièqetai.

int NumberInVector(int number, int vector[1000])

{ int location;

location = NF(1000);

if(vector[location]==number) return 1;
return 0;

} Prèpei edÿ na xekajarÐsoume ìti h sunĹrthsh NumberInVector lÔnei to prìblhma pou jèloume upì thn exăc ènnoia:

• An o arijmìc number eÐnai mèsa ston pÐnaka vector tìte upĹrqei trìpoc na apantăsei h NF ÿste o algìrijmìc mac na dÿsei th swstă apĹnthsh, dhl. 1.

• An o arijmìc number den eÐnai mèsa ston pÐnaka vector tìte, ì,ti kai na apantăsei h NF, o algìrijmìc mac den upĹrqei perÐptwsh na kĹnei lĹjoc (afoÔ elègqei an ìntwc brÐsketai o number sth jèsh

vector[location] prin apantăsei) kai apantĹei pĹnta 0.

An den eÐqame sth diĹjesă mac th sunĹrthsh NF ja eÐmastan anagkasmènoi, lÐgo-polÔ, na kĹnoume qÐliouc elègqouc gia na diapistÿsoume an o dedomènoc arijmìc eÐnai mèsa ston pÐnaka ă ìqi. ParathreÐste ìti tÿra den upĹrqei anakÔklwsh kanenìc eÐdouc mèsa sth sunĹrthsh kai ìti h apĹnthsh brÐsketai se stajerì qrìno! O algìrijmoc thc sunĹrthshc NumberInVector fimanteÔeifl th jèsh sthn opoÐa brÐsketai sto vector o arijmìc kai aplĹ elègqei metĹ an eÐnai ìntwc ètsi prin apantăsei 1 ă 0, ÿste na apofÔgei na kĹnei lĹjoc sthn perÐptwsh pou o arijmìc den eÐnai mèsa. O algìrijmoc autìc dhl. den upĹrqei perÐptwsh na apantăsei 1 enÿ h apĹnthsh eÐnai 0, allĹ mporeÐ kĹllista na apantăsei 0 ìtan h apĹnthsh eÐnai 1. Aută h asummetrÐa eÐnai polÔ qarakthristikă stouc mh nteterministikoÔc algorÐjmouc.

Prèpei na eÐnai fanerì me autì to parĹdeigma, ìti mh nteterministikoÐ algìrijmoi den mporoÔn na ulopoihjoÔn. EÐnai aplĹ èna qrăsimo jewrhtikì kataskeÔasma.

5.6 ParadeÐgmata PDA

H glÿssa L_1 = {0^n1^n : n = 1, 2, . . .}

H glÿssa L_1 = {0^n1^n : n = 1, 2, . . .} eÐnai context free (h grammatikă eÐnai: S → ϵ | 0S1). Ja dÿsoume edÿ èna PDA gia th glÿssa aută. IsodÔnama, ja perigrĹyoume to PDA autì sa mia sunĹrthsh se C, sÔmfwna me autĹ pou eÐpame sthn prohgoÔmenh parĹgrafo. H sunĹrthsh aută ja mporeÐ na qrhsimopoieÐ stajeră se mègejoc mnămh kai ja èqei prìsbash sth stoÐba mèsw twn sunartăsewn READ, POP, PUSH pou orÐsame sthn prohgoÔmenh parĹgrafo. TugqĹnei gia th glÿssa aută na mh qreiĹzetai o mh nteterminismìc opìte de ja qrhsimopoiăsoume th sunĹrthsh NF.

To prìgramma-PDA faÐnetai parakĹtw. H sunĹrthsh f epistrèfei 1 an h lèxh (pou th diabĹzoume me diadoqikèc klăseic sth sunĹrthsh INP()) anăkei sthn L_1 kai 0 alliÿc. H strathgikă thc sunĹrthshc eÐnai h exăc. ’Oso diabĹzoume mhdenikĹ ta sprÿqnoume pĹnw sth stoÐba. Gia kĹje Ĺsso pou diabĹzoume petĹme kĹti apì thn stoÐba. EpÐshc prosèqoume potè na mh diabĹsoume 0 metĹ pou èqoume diabĹsei kĹpoio 1. An sto tèloc h stoÐba katalăxei Ĺdeia deqìmaste th lèxh.

’Oti akoloujeÐ to sÔmbolo // apoteleÐ sqìlio kai den eÐnai tmăma tou progrĹmmatoc.

int f()

{

int i, SeenOne=0;
a: i = INP();
if(i==0) { //Edÿ diabĹzoume to epìmeno grĹmma
 if(SeenOne) return 0; //0 metĹ apì 1 aporrÐptetai
 PUSH(0); goto a; //MhdenikĹ sprÿqnontai sth stoÐba

}

if(i==1) {
 SeenOne=1;

5.6. PARADE§IGMATA PDA 51

if(-1 == READ()) return 0; //’Adeiase h stoÐba prin thn ÿra thc
POP(); goto a; //Gia kĹje 1 petĹme èna 0 apì th stoÐba

}

if(-1 == READ()) return 1; //An èqei teleiÿsei h lèxh kai èqei adeiĹsei h stoÐba, deqìmaste
else return 0; //alliÿc aporrÐptoume

} ParathreÐste ìti, pèra apì th stoÐba, to prìgramma autì qrhsimopoieÐ peperasmènh kai prokajorismènh mnămh. Gia thn akrÐbeia qrhsimopoieÐ ìlec ki ìlec dÔo metablhtèc, tic i (pou qrhsimopoieÐtai gia na kratĹei to epìmeno grĹmma ă -1) kai SeenOne (pou frontÐzoume na eÐnai 0 ìso den èqoume akìmh dei Ĺsso kai metĹ na eÐnai 1). H metablhtă i paÐrnei treic diaforetikèc timèc, arkoÔn dhl. 2 logikĹ bits gia na thn apojhkeÔsoume (mia kai me autĹ kwdikopoioÔme 4 diaforetikèc timèc), enÿ gia th metablhtă SeenOne pou paÐrnei dÔo timèc arkeÐ èna logikì bit.

H glÿssa L_2 = { xx^R : x ∈ {0, 1}^∗ } H glÿssa L_2 = { xx^R : x ∈ {0, 1}^∗ } (x^R eÐnai h lèxh x grammènh anĹpoda) eÔkola faÐnetai ìti eÐnai context free. Mia CFG gi’ autăn eÐnai aploÔstata h S → ϵ | 0S0 | 1S1. ParakĹtw deÐqnoume mia sunĹrthsh g h opoÐa ulopoieÐ èna PDA gia thn anagnÿrish thc glÿssac L_2. Edÿ qrhsimopoieÐtai h sunĹrthsh NF, prìkeitai dhl. gia èna mh nteterministikì prìgramma. H strathgikă eÐnai h exăc. Mèqri th mèsh thc anĹgnwshc thc lèxhc sprÿqnoume ta grĹmmata ìpwc ta diabĹzoume pĹnw sth stoÐba. Apì th mèsh kai pèra gia kĹje grĹmma pou diabĹzoume apì to input petĹme kai èna grĹmma apì th stoÐba kai to sugkrÐnoume me autì pou diabĹsame apì to input. (Prosèxte ìti ta grĹmmata ja petaqtoÔn apì th stoÐba me antÐstrofh seirĹ apì aută me thn opoÐa grĹfthkan.) An eÐnai Ðdia suneqÐzoume (mèqri na teleiÿsei to input) alliÿc aporrÐptoume th lèxh.

H shmantikă paratărhsh edÿ eÐnai ìti den mporoÔme na xèroume pìte èqoume ftĹsei th mèsh thc lèxhc eisìdou! Aută th boăjeia analambĹnei na mac dÿsei h sunĹrthsh NF(), h opoÐa mac lèei akribÿc autì. Sto parakĹtw prìgramma kĹje klăsh sthn NF() katĹ th diĹrkeia thc ektèleshc tou progrĹmmatoc isodunameÐ me mia erÿthsh (sto Jeì, an protimĹte) gia to an ftĹsame th mèsh thc lèxhc ă ìqi. An o Jeìc mac bohjăsei me th swstă apĹnthsh ja deqtoÔme th lèxh, mìno ìmwc an prèpei na th deqtoÔme. De mporeÐ dhl. na mac koroðdèyei me trìpo ÿste na deqtoÔme mia lèxh enÿ de ja èprepe (epanalambĹnoume ìti eÐnai polÔ shmantikă aută h asummetrÐa sta mh nteterministikĹ progrĹmmata).

int g()

{

int i, r, mid=0;
a: i = INP(); //Edÿ diabĹzoume to epìmeno grĹmma
if(mid == 0) mid = NF(2); //’Eqoume perĹsei th mèsh thc lèxhc?
if(mid == 0) { //’Oqi, de thn perĹsame akìmh
 PUSH(i); goto a;

}

else { //’Eqoume perĹsei th mèsh
 r = READ(); //DiĹbase thn korufă thc stoÐbac
 if(r == -1 && i != -1) return 0; //’Adeia stoÐba, apìrriyh
 POP();
 if(r != i) return 0; //Den tairiĹzoun, apìrriyh
 goto a; //TairiĹzoun, sunèqise

}

if(-1 == READ()) return 1; //Kanèna prìblhma kai stoÐba Ĺdeia, Ĺra deqìmaste

} H grammă tou parapĹnw progrĹmmatoc ìpou qrhsimopoieÐtai o mh nteterminismìc eÐnai h if(mid == 0)

mid = NF(2);, ìpou (an h metablhtă mid den èqei ădh gÐnei mia forĹ 1, opìte kai mènei gia pĹnta apì kei kai pèra) jètoume th metablhtă mid se 0 ă 1 me mia klăsh sthn NF(2). ’Otan h NF epistrèyei 1 jewroÔme apì kei kai pèra ìti èqoume perĹsei th mèsh, kai prospajoÔme me to prìgramma na doÔme an, me aută thn upìjesh mporoÔme na deqtoÔme th lèxh.

To prìgramma autì qrhsimopoieÐ treic metablhtèc kĹje mia apì tic opoÐec paÐrnei timèc mèsa sto sÔnolo {0, 1, −1}, opìte dÔo logikĹ bits arkoÔn gia thn apojăkeush kĹje miac apì autèc.

5.7 To Lămma ’Antlhshc gia context free glÿssec, kai h efarmogă tou ’Opwc kai sthn perÐptwsh twn kanonikÿn glwssÿn upĹrqei kai gia tic context free glÿssec, èna fiLămma ’Antlhshcfl pou eÐnai polÔ qrăsimo sto na apodeiknÔoume ìti orismènec glÿssec den eÐnai context free. H morfă tou eÐnai polÔ parìmoia me to Lămma ’Antlhshc gia kanonikèc glÿssec ka o trìpoc qrăshc tou epÐshc.

Jeÿrhma 14. (Lămma ’Antlhshc gia context free glÿssec) ’Estw ìti h glÿssa L eÐnai context free. Tìte upĹrqei ènac fusikìc arijmìc n tètoioc ÿste gia kĹje lèxh z ∈ L me |z| ≥ n na mporoÔme na grĹyoume z = uvwxy, ìpou (a) |vx| ≥ 1, (b) |vwx| ≤ n, kai (g) gia kĹje i ≥ 0 isqÔei uv^iwx^iy ∈ L.

De ja dÿsoume apìdeixh tou jewrămatoc autoÔ, allĹ ja doÔme pÿc qrhsimopoieÐtai gia na deÐxoume ìti mia glÿssa den eÐnai context free.

H glÿssa L_1 = {a^nb^nc^n : n ≥ 0} den eÐnai context free

Ac upojèsoume ìti h L_1 eÐnai context free. ’Estw tìte n o arijmìc pou anafèretai sto Jeÿrhma 14 kai z = a^{2n}b^{2n}c^{2n} ∈ L_1. Apì to Jeÿrhma 14 h lèxh z grĹfetai wc z = uvwxy ìpou isqÔoun ta sumperĹsmata tou Jewrămatoc. ParathroÔme ìti h lèxh vwx, pou sÔmfwna me to Jeÿrhma èqei măkoc to polÔ n, de mporeÐ na perièqei kai a kai c, akribÿc epeidă to măkoc thc de ftĹnei na figefurÿseifl ta b thc lèxhc z. QwrÐc blĹbh thc genikìthtac upojètoume ìti apì th lèxh aută leÐpoun ta a (kai to epiqeÐrhma eÐnai entelÿc parìmoio an leÐpoun ta c). Apì to Jeÿrhma 14 èpetai ìti h lèxh uwy ∈ L_1 (efarmìsame to Jeÿrhma me i = 0). AllĹ gia na pĹme apì th lèxh z sthn uwy sbăsame to u kai to x, ta opoÐa den èqoun a mèsa, Ĺra to plăjoc twn a sth lèxh uwy èqei parameÐnei 2n. To măkoc thc uwy ìmwc eÐnai austhrĹ mikrìtero tou 6n (edÿ qrhsimopoioÔme to (a) apì ta sumperĹsmata tou Jewrămatoc), Ĺra de mporeÐ h lèxh uwy na anăkei sthn L_1, ìpwc eÐqame upojèsei. ’Ara h L_1 den eÐnai context free.

’Askhsh 61. DeÐxte ìti h glÿssa { xx : x ∈ {0, 1}^∗ } den eÐnai context free.

’Askhsh 62. DeÐxte ìti h glÿssa { (ab)^k(cd)^k : k ∈ N } den eÐnai kanonikă.

KefĹlaio 6

Upologisimìthta

6.1 UpologÐsimec sunartăseic kai anadromikĹ sÔnola

Mèqri stigmăc èqoume dei ousiastikĹ dÔo kathgorÐec glwssÿn: tic kanonikèc (regular) glÿssec kai tic context free glÿssec. H prÿth kathgorÐa perièqetai sth deÔterh. Apì th mèqri stigmăc parousÐash prèpei na èqei faneÐ kajarĹ ìti gia kĹje mia apì tic dÔo kathgorÐec upĹrqei kai èna antÐstoiqo upologistikì montèlo: ta peperasmèna autìmata (nteterministikĹ ă mh) gia tic kanonikèc glÿssec kai ta autìmata me stoÐba (push-down automata) gia tic context free glwssec. H antistoiqÐa sthn opoÐa anaferjăkame eÐnai ìti mia glÿssa eÐnai sthn kathgorÐa pou exetĹzoume (kanonikă ă context-free) an kai mìno an upĹrqei mia mhqană tou antÐstoiqou tÔpou (peperasmèno autìmato ă autìmato me stoÐba) pou anagnwrÐzei th glÿssa aută.

EÐdame ìti to na upĹrqei èna DFA gia mia glÿssa L eÐnai isodÔnamo me to mporeÐ kaneÐc na grĹyei èna prìgramma se mia glÿssa programmatismoÔ (ac poÔme se C) pou na anagnwrÐzei tic lèxeic thc L (na epistrèfei dhl. to prìgramma autì 1 an h lèxh pou tou dÿsame anăkei sthn L kai 0 alliÿc), to opoÐo de qrhsimopoieÐ aperiìristh mnămh allĹ mnămh megèjouc stajeroÔ kai prokajorismènou, to Ðdio gia ìlec tic lèxeic thc L. IsodÔnama, milĹme gia èna prìgramma se C pou qrhsimopoieÐ èna stejerì arijmì metablhtÿn (ìqi pÐnakec) h kajemÐa apì tic opoÐec qrhsimopoieÐ prokajorismènh mnămh (p.q. akèraioi twn 32 bits` duadikÿn yhfÐwn).

AntÐstoiqa, èna nteterministikì autìmato me stoÐba eÐnai akribÿc èna prìgramma se C pou qrhsimopoieÐ men peperasmènh mnămh mìno, allĹ èqei kai prìsbash se mia Ĺpeirh stoÐba me èna periorismèno ìmwc trìpo, pou tou epitrèpei na diabĹzei kai na tropopoieÐ pĹnta mìno thn korufă thc stoÐbac. Ta nteterministikĹ autìmata me stoÐba den arkoÔn gia na anagnwrÐsoun ìlec tic context free glÿssec ìmwc, allĹ mporeÐ kaneÐc me lÐgh prosoqă na deÐxei ìti kai ta mh ntetermistikĹ autìmata me stoÐba èqoun isodÔnama C progrĹmmata.

EÐnai plèon fusiologikìc o akìloujoc orismìc.

Orismìc 37. ’Estw Σ èna peperasmèno alfĹbhto. Mia sunĹrthsh f : Σ^∗ → Σ^∗ lègetai upologÐsimh sunĹrthsh an upĹrqei èna C prìgramma P pou me eÐsodo x ∈ Σ^∗ epistrèfei th lèxh f(x).

TonÐzoume edÿ ìti de mac endiafèrei pìso qrìno ja qreiasteÐ na trèxei autì to prìgramma gia na upologÐsei thn apĹnthsă tou, allĹ apaitoÔme pĹnta apì autì na mac breÐ th swstă thn apĹnthsh.

Ac parathrăsoume edÿ ìti den upĹrqei kĹti magikì pou na mac epibĹllei to Σ^∗ sa pedÐo orismoÔ kai pedÐo timÿn ston parapĹnw orismì. Sth jèsh tou ja mporoÔse na eÐnai opoiodăpote sÔnolo pou ta stoiqeÐa tou na mporoÔn na parastajoÔn, me kĹpoio trìpo, ston upologistă (èna tètoio sÔnolo den eÐnai to sÔnolo R twn pragmatikÿn arijmÿn). Autì ìmwc shmaÐnei ousiastikĹ ìti mporoÔme na grĹyoume kĹtw mia lèxh apì 0 ă 1 pou na antstoiqeÐ monadikĹ se èna stoiqeÐo tou sunìlou autoÔ. Pollèc forèc blèpei kaneÐc ton orismì thc upologÐsimhc sunĹrthshc na dÐnetai p.q. gia sunartăseic apì touc fusikoÔc arijmoÔc stouc fusikoÔc.

EmeÐc me ton ìro upologÐsimh sunĹrthsh ja katalabaÐnoume opoiadăpote apeikìnish thn opoÐa mporoÔme na upologÐzoume qrhsimopoiÿntac èna prìgramma.

Gia parĹdeigma oi parakĹtw sunartăseic eÐnai upologÐsimec afoÔ eÔkola blèpei kaneÐc ìti upĹrqoun progrĹmmata pou tic upologÐzoun.

f_1(x) = x + 1 (N → N) f_2(x) = x^2 (N → N) f_3(x) = |x| (Σ^∗ → N

Orismìc 38. ’Estw Σ èna peperasmèno alfĹbhto. ’Ena sÔnolo L ⊆ Σ^∗ lègetai anadromikì an h qarakthristikă tou sunĹrthsh

χ_L(x) = { 1 x ∈ L 0 x /∈ L eÐnai upologÐsimh.

Kai pĹli th jèsh tou Σ^∗ mporeÐ na pĹrei opoiodăpote sÔnolo tou opoÐou ta stoiqeÐa mporoÔn na parastajoÔn ston upologistă, p.q. to sÔnolo N twn fusikÿn arijmÿn. ’Ena sÔnolo loipìn lègetai anadromikì an mporoÔme na grĹyoume èna prìgramma pou na apofasÐzei pìte èna stoiqeÐo x anăkei sto sÔnolo ă ìqi. Gia parĹdeigma, to sÔnolo twn prÿtwn arijmÿn (ekeÐnoi oi fusikoÐ arijmoÐ pou den èqoun kanèna fusikì arijmì wc diairèth, ektìc apì ton eautì touc kai th monĹda) eÐnai èna anadromikì sÔnolo, afoÔ mporoÔme na grĹyoume èna prìgramma poua na apofasÐzei an ènac dosmènoc fusikìc arijmìc eÐnai prÿtoc ă ìqi, exetĹzontac kĹje mikrìterì tou fusikì arijmì gia to an diaireÐ to dosmèno fusikì ă ìqi. Autì sÐgoura den eÐnai to fikalÔterofl prìgramma pou mporeÐ kaneÐc na grĹyei gia autì to skopì, allĹ pĹntwc douleÔei.

EÐnai tÿra fanerì ìti oi kanonikèc kai oi context free glÿssec eÐnai anadromikĹ sÔnola, afoÔ upĹrqoun progrĹmmata pou tic fiapofasÐzounfl. H ierarqÐa twn glwssÿn pou èqoume mèqri tÿra deÐ loipìn eÐnai h

(kanonikèc glÿssec) ⊂ (context free glÿssec) ⊂ (anadromikèc glÿssec).

Kai oi dÔo parapĹnw egkleismoÐ eÐnai gnăsioi, upĹrqei dhl. context free glÿssa pou den eÐnai kanonikă (p.q. h glÿssa twn palÐndromwn lèxewn xx^R pĹnw apì èna alfĹbhto) kai anadromikă glÿssa pou den eÐnai context free. ’Ena parĹdeigma gia to teleutaÐo apoteleÐ h glÿssa {a^nb^nc^n : n ∈ N}. Gi’ autăn èqoume dei sthn §5.7 ìti den eÐnai context free glÿssa, enÿ eÐnai arketĹ aplì na grĹyei kaneÐc èna C prìgramma pou na anagnwrÐzei pìte mia lèxh eÐnai thc morfăc a^nb^nc^n. ’Ena tètoio prìgramma aplĹ metrĹei to plăjoc twn a, b kai c kai elègqei ìti eÐnai Ðdia, kajÿc kai ìti ìla ta b èrqontai metĹ apì ìla ta a ki ìla ta c metĹ ta b.

EÐnai shmantikì na tonÐsoume edÿ ìti h metablhtă tou C progrĹmmatoc ìpou kratiètai, p.q., to plăjoc twn a, eÐnai mia metablhtă gia thn opoÐa qreiazìmaste aperiìristh mnămh. Den eÐnai dhl. dunatìn na prokajorÐsoume èna Ĺnw ìrio gia to plăjoc autì. Kai epeidă o fusikìc arijmìc x qreiĹzetai perÐpou log_2 x duadikĹ yhfÐa gia na parastajeÐ ston upologistă, ki epeidă h sunĹrthsh log_2 x auxĹnei (an kai argĹ) qwrÐc ìrio ìtan x → ∞, autì to C prìgramma den qrhsimopoieÐ stajeră mnămh (an autì sunèbaine tìte h glÿssa aută ja ătan kanonikă, enÿ den eÐnai kan context free).

’Askhsh 63. An ta sÔnola A, B ⊆ N eÐnai anadromikĹ deÐxte ìti to Ðdio isqÔei kai gia ta sÔnola A ∩ B, A ∪ B, A^c. 6.2 Mh upologÐsimec sunartăseic

EÐnai polÔ fusiologikì to erÿthma an upĹrqoun sunartăseic pou na mhn eÐnai upologÐsimec. Gia na sugkekrimenopoiăsoume ta prĹgmata, èna fusiologikì erÿthma eÐnai an upĹrqei sunĹrthsh f : N → N gia thn opoÐa na mh mporoÔme na grĹyoume èna prìgramma pou na thn upologÐzei.

Jeÿrhma 15. UpĹrqei sunĹrthsh f : N → N gia thn opoÐa den upĹrqei prìgramma pou na thn upologÐzei.

6.2. MH UPOLOG§ISIMES SUNART§HSEIS 55

Apìdeixh: H prÿth paratărhsh pou kĹnoume eÐnai ìti to sÔnolo twn upologisÐmwn sunartăsewn eÐnai arijmăsimo, mporeÐ dhl. kĹpoioc na grĹyei kĹtw ìlec tic upologÐsimec sunartăseic N → N se mia akoloujÐa f_1, f_2, . . . , f_n, . . . (den upojètoume edÿ ìti f_i ≠ f_j gia i ≠ j, allĹ epitrèpoume tic epanalăyeic sthn lÐsta aută ìlwn twn upologisÐmwn sunartăsewn). Autì eÐnai Ĺmesh sunèpeia tou ìti to sÔnolo ìlwn twn programmĹtwn eÐnai arijmăsimo. PrĹgmati, an to upojèsoume autì wc gnwstì den èqoume parĹ na aparijmăsoume ìla ta progrĹmmata kai gia kĹje èna apì autĹ grĹfoume kĹtw poia sunĹrthsh upologÐzei (an upologÐzei sunĹrthsh, alliÿc de grĹfoume tÐpota). KĹje upologÐsimh sunĹrthsh ja emfanisteÐ tìte sth lÐsta mia kai kĹpoia stigmă ja exetĹsoume èna apì ta progrĹmmata pou thn upologÐzoun.

GiatÐ eÐnai tÿra to sÔnolo ìlwn twn programmĹtwn arijmăsimo? AploÔstata, kĹje prìgramma den eÐnai parĹ mia, sunăjwc megĹlh, lèxh pĹnw apì èna sugkekrimèno alfĹbhto Σ. Gia parĹdeigma, ìla ta progrĹmmata se C grĹfontai sto alfĹbhto pou qrhsimopoioÔn oi sÔgqronoi upologistèc kai pou perilambĹnei ìla ta latinikĹ grĹmmata, mikrĹ kai kefalaÐa, dÐafora shmeÐa stÐxhc, arijmhtikoÔc kai Ĺllouc telestèc, yhfÐa, klp. AparijmoÔme prÿta loipìn ìlec tic lèxeic măkouc 1, metĹ ìlec tic lèxeic măkouc 2, ìlec tic lèxeic măkouc 3, k.o.k., kai gia kĹje lèxh pou parĹgoume thn anafèroume sth lÐsta twn programmĹtwn, an aută eÐnai prìgramma (plhroÐ dhl. touc suntaktikoÔc kanìnec thc glÿssac programmatismoÔ pou qrhsimopoioÔme). MporoÔme na to kĹnoume autì akribÿc epeidă ìlec oi lèxeic pĹnw apì to Σ măkouc k eÐnai fusikĹ peperasmènec to plăjoc, kai Ĺra kĹpoia stigmă teleiÿnoume thn aparÐjmhsh twn lèxewn măkouc k kai proqwrĹme sthn aparÐjmhsh twn lèxewn măkouc k + 1. KĹje prìgramma loipìn ja emfanisteÐ sth lÐsta mac kĹpoia stigmă anĹloga kai me to poio eÐnai to măkoc tou. ’Eqoume loipìn mèqri stigmăc deÐxei ìti to plăjoc ìlwn twn upologisÐmwn sunartăsewn eÐnai arijmăsimo.

H apìdeixh tou jewrămatoc sumplhrÿnetai apì to ìti to plăjoc ìlwn twn sunartăsewn apì to N sto N den eÐnai arijmăsimo, de mporoÔme dhl. na diatĹxoume ìlec autèc tic sunartăseic se mia akoloujÐa g_1, g_2, . . . , g_n, . . . An mporoÔsame tìte ac koitĹxoume th sunĹrthsh

f(k) = g_k(k) + 1.

Aută eÐnai profanèc mia sunĹrthsh apì to N sto N Ĺra, afoÔ upojèsame ìti ìlec oi sunartăseic autèc brÐskontai sth lÐsta g_i, upĹrqei kĹpoio i ∈ N tètoio ÿste f(k) = g_i(k) gia kĹje k ∈ N. Autì shmaÐnei g_k(k) + 1 = g_i(k). Dialègontac k = i paÐrnoume Ĺtopo. (To parapĹnw epiqeÐrhma onomĹzetai fidiagÿnio epiqeÐrhmafl.) □ Sthn parapĹnw apìdeixh deÐxame ìti upĹrqoun mh upologÐsimec sunartăseic deÐqnontac ìti to sÔnolo twn upologisÐmwn sunartăsewn eÐnai arijmăsimo enÿ, antÐjeta, to sÔnolo ìlwn twn sunartăsewn den eÐnai, eÐnai autì pou lème uperarijmăsimo sÔnolo. ’Ara, den mporoÔn ta dÔo sÔnola na eÐnai Ðsa.

Autìc eÐnai ènac klasikìc trìpoc apìdeixhc sta majhmatikĹ, h fiuparxiakă apìdeixhfl, pou an kai eÐnai arketĹ eÔkoloc kai apodeiknÔei autì pou jèloume, den eÐnai tìso ikanopoihtikìc epeidă apodeiknÔetai h Ôparxh enìc antikeimènou me orismènec idiìthtec, allĹ, sunăjwc, den prosdiorÐzetai me kĹpoio trìpo kĹpoio tètoio antikeÐmeno. Sthn prokeimènh perÐptwsh gnwrÐzoume plèon, metĹ thn apìdeixh tou Jewrămatoc 15, ìti upĹrqoun sunartăseic apì touc fusikoÔc stouc fusikoÔc pou den eÐnai upologÐsimec, allĹ de gnwrÐzoume kamÐa sugkekrimènh tètoia sunĹrthsh. Ja doÔme argìtera sugkekrimèna paradeÐgmata pou gia to kajèna ja èqoume kai idiaÐtero trìpo apìdeixhc tou ìti den eÐnai upologÐsima.

’Askhsh 64. Den upĹrqei kĹpoioc idiaÐteroc lìgoc pou sto Jeÿrhma 15 anaferìmaste se sunartăseic N → N. DeÐxte, gia parĹdeigma, ìti upĹrqoun sunartăseic N → {0, 1} kai Σ^∗ → Σ^∗, pou den eÐnai upologÐsimec (Σ eÐnai èna peperasmèno alfĹbhto).

6.3 To Halting Problem. ’Alla mh apofasÐsima problămata sta MajhmatikĹ.

Ta progrĹmmata wc arijmoÐ, kai to antÐstrofo Gia th suzăthsh apì dw kai pèra ja qreiastoÔme na blèpoume to tuqìn C prìgramma wc èna fusikì arijmì, kai ton tuqìnta fusikì arijmì wc èna C prìgramma. Pÿc gÐnetai autì? PolÔ aplĹ, èna C prìgramma den eÐnai parĹ èna kommĹti keimènou, mia lèxh dhl. pĹnw apì èna sugkekrimèno alfĹbhto. To alfĹbhto pou qrhsimopoieÐtai stouc upologistèc sămera eÐnai to

Σ = {b_7b_6 · · · b_1b_0 : b_i ∈ {0, 1}, i = 0, . . . , 7}.

Autèc eÐnai ìlec oi lèxeic (bytes) me oktÿ duadikĹ yhfÐa (bits) h kĹje mÐa kai pollèc forèc tautÐzoume to sugkekrimèno alfĹbhto me touc arijmoÔc 0, . . . , 255. ’Ena prìgramma P loipìn eÐnai mia lèxh

P = w_1 · · · w_N , w_i ∈ Σ

kai den èqoume parĹ na antikatastăsoume kĹje w_i me ta duadikĹ tou yhfÐa ÿste na grĹyoume to P sa mia duadikă lèxh me 8N duadikĹ yhfÐa P = b_{8N−1}b_{8N−2} · · · b_1b_0

thn opoÐa lèxh mporoÔme na ermhneÔsoume wc èna fusikì arijmì, pou ton sumbolÐzoume sto exăc wc α(P ). AntÐstrofa, an n eÐnai ènac fusikìc arijmìc ton grĹfoume sto duadikì sÔsthma kai sumplhrÿnoume me mhdenikĹ (apì ta aristerĹ) to plăjoc twn yhfÐwn tou an qreiĹzetai ÿste na eÐnai pollaplĹsio tou 8, èstw 8k. KĹje mia apì tic k oktĹdec tÿra th blèpoume san èna stoiqeÐo tou Σ kai o arijmìc mac gÐnetai tÿra mia lèxh tou Σ^∗. An aută h lèxh eÐnai èna suntaktikĹ swstì prìgramma se C tìte onomĹzoume autì to prìgramma π(n), an ìqi, jètoume π(n) na eÐnai to prìgramma main() { return 1; }. (H epilogă autoÔ tou teleutaÐou progrĹmmatoc eÐnai teleÐwc tuqaÐa. Ja mporoÔsame antÐ gi’ autì na epistrèfoume opoiodăpote Ĺllo.)

H apeikìnish P → α(P ) eÐnai eÔkolo na deÐ kaneÐc ìti eÐnai èna proc èna (allĹ ìqi epÐ, afoÔ den eÐnai ìloi oi arijmoÐ kwdikopoiăseic suntaktikĹ swstÿn programmĹtwn), kai ìti h apeikìnish n → π(n) den eÐnai èna proc èna, afoÔ mporeÐ dÔo progrĹmmata na moiĹzoun diaforetikĹ allĹ na kĹnoun thn Ðdia douleiĹ, na upologÐzoun dhladă thn Ðdia sunĹrthsh. EÐnai epÐshc shmantikì to ìti kai oi dÔo apeikonÐseic eÐnai upologÐsimec. To ìti h α(P ) eÐnai upologÐsimh eÐnai fanerì, enÿ to mìno leptì shmeÐo ìson aforĹ thn upologisimìthta thc π(n) eÐnai sto kommĹti ìpou prèpei na elègxoume an h lèxh tou Σ^∗ pou prokÔptei eÐnai suntaktikĹ swstì C prìgramma ă ìqi. To na apodeÐxoume ìti kĹti tètoio eÐnai upologstikĹ efiktì shmaÐnei ousiastikĹ na grĹyoume èna prìgramma pou na anagnwrÐzei an èna kommĹti keimènou (mia lèxh tou Σ^∗) eÐnai èna swstì suntaktikĹ C prìgramma ă ìqi. Tètoia progrĹmmata ìmwc upĹrqoun kai qrhsimopoioÔntai eurèwc afoÔ apoteloÔn to prÿto tmăma twn complilers (metafrastÿn) pou paÐrnoun èna prìgramma se C kai parĹgoun apì autì èna isodÔnamo prìgramma se figlÿssa mhqanăcfl.

ProsomoÐwsh. Ja qreiastoÔme epÐshc to exăc: UpĹrqei èna prìgramma S(n, x, t) to opoÐo (a) brÐskei to prìgramma P = π(n) kai (b) fiTrèqeifl to prìgramma P (x) gia tìsa bămata ìsa lèei o arijmìc t ă ep Ĺpeiron an o arijmìc t eÐnai arnhtikìc. An kai ìtan to prìgramma P (x) teleiÿsei to S(n, x, t) epistrèfei ìti epèstreye to P (x). De ja deÐxoume thn Ôparxh autoÔ tou progrĹmmatoc pou prosmomoiÿnei Ĺlla progrĹmmata, mia kai tètoia progrĹmmata upĹrqoun kai qrhsimopoioÔntai eurèwc ston programmatismì (p.q. interpreters, debuggers, klp).

EÐmaste ètoimoi tÿra na anaferjoÔme sto Halting problem (prìblhma termatismoÔ). Autì rwtĹei aplĹ an upĹrqei èna prìgramma pou na mporeÐ na apofasÐzei an èna tuqìn Ĺllo prìgramma pou emeÐc tou prosdiorÐzoume ja termatÐsei ă ìqi. (EÐnai fanerì ìti upĹrqoun progrĹmmata pou den termatÐzoun potè, p.q. to main() { while(1) 1; }). ’Ena tètoio prìgramma ja ătan exairetikĹ qrăsimo an upărqe. FantasteÐte na èqete èna C compiler o opoÐoc ìqi mìno ja metĹfraze to prìgrammĹ sac se glÿssa mhqanăc allĹ ja mporoÔse kai na sac pei ek twn protèrwn an to prìgrammĹ sac ja èpefte se Ĺpeiro brìgqo (loop) ă ìqi. Dustuqÿc ìmwc tètoio prìgramma den upĹrqei.

Sto exăc, gia tuqìn prìgramma P , ja grĹfoume P ↓ an to prìgramma P termatÐzei kai P ↑ an to P trèqei ep’ Ĺpeiron.

6.3. TO HALTING PROBLEM. §ALLA MH APOFAS§ISIMA PROBL§HMATA STA MAJHMATIK§A.57

Jeÿrhma 16. H sunĹrthsh H(n, x) = { 1 αν (π(n))(x) ↓ 0 αν (π(n))(x) ↑ den eÐnai upologÐsimh.

Apìdeixh. Ac upojèsoume ìti h sunĹrthsh H(n, x) eÐnai upologÐsimh kai ac sumbolÐsoume me P to prìgramma pou thn upologÐzei. FtiĹqnoume tÿra to prìgramma Q(x) pou qrhsimopoieÐ to P wc upoprìgramma:

int Q(x)

{

if (P(x, x) == 0) return 1;
else {
 while(1) 1;

} } To prìgramma Q(x) pou orÐsame èqei thn idiìthta ìti termatÐzei an kai mìno an to (π(x))(x) den termatÐzei.

Poia eÐnai h sumperiforĹ tou progrĹmmatoc Q(α(Q))? TermatÐzei ă ìqi? SÔmfwna me th prohgoÔmenh paratărhsh termatÐzei an kai mìno an to prìgramma (π(α(Q)))(α(Q)) den termatÐzei. AllĹ π(α(Q)) = Q, opìte deÐxame ìti to prìgramma Q(α(Q)) termatÐzei an kai mìno an den termatÐzei, prĹgma profanÿc adÔnato. To sumpèrasma eÐnai ìti h sunĹrthsh H den eÐnai upologÐsimh. □ ’Eqoume loipìn deÐxei ìti h, polÔ fusiologikă, sunĹrthsh H(n, x) pou diakrÐnei pìte to prìgramma π(n) termatÐzei me input x ă ìqi den eÐnai upologÐsimh. ’Eqoume loipìn tÿra mia apìdeixh tou ìti upĹrqoun mh upologÐsimec sunartăseic pou eÐnai arketĹ pio sugkekrimènh apì thn prohgoÔmenh uparxiakă apìdeixh tou Jewrămatoc 15. MporeÐ bèbaia kai pĹli na pei kaneÐc ìti h H(x) den èqei Ðswc kai tìso endiafèron apì majhmatikă Ĺpoyh mia kai eÐnai mia sunĹrthsh fikommènh kai rammènhfl sta mètra thc JewrÐac Upologismÿn, kai Ĺra ìqi, Ðswc, tìso fusiologikă.

UpĹrqoun ìmwc pollĹ paradeÐgmata arketĹ fusiologikÿn majhmatikÿn problhmĹtwn pou den epidèqontai lÔsh algorijmikă, problămata pou proupărqan thc JewrÐac Upologismÿn.

1. Den upĹrqei algìrijmoc pou na apofasÐzei an èna dosmèno poluÿnumo me akeraÐouc suntelestèc (kai opoiodăpote plăjoc apì metablhtèc)

P (x_1, . . . , x_n) = ∑ 0≤j_1 ,...,j_n≤D c_{j1 ,...,jn} x^{j1}_1 · · · x^{jn}_n , c_{j1 ,...,jn} ∈ Z, èqei lÔsh (rÐza) anĹmesa stouc akeraÐouc, an upĹrqoun dhl. x_1, . . . , x_n ∈ Z t.ÿ. P (x_1, . . . , x_n) = 0.

2. EÐnai endiafèron ìti an rwtăsoume an upĹrqei rÐza pragmatikă (kai ìqi anagkastikĹ akèraia), an dhl. upĹrqoun x_1, . . . , x_n ∈ R t.ÿ. P (x_1, . . . , x_n) = 0, tìte upĹrqei algìrijmoc pou na apantĹei sto erÿthma.

3. ’Ena poluìmino eÐnai mia peperasmènh ènwsh apì mh allhloepikaluptìmena, monadiaÐa (pleurĹc 1) tetrĹgwna sto epÐpedo, tètoia ÿste oi suntetagmènec twn korufÿn touc eÐnai akèraiec. Sto Sqăma 19 faÐnetai èna sÔnolo apì dÔo poluìmina. ’Ena polÔ endiafèron erÿthma eÐnai an èna dedomèno peperasmèno sÔnolo apì poluìmina mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ gia na fiplakostrÿseifl olìklhro to epÐpedo. Autì shmaÐnei ìti kalÔptoume to epÐpedo, qwrÐc allhloepikalÔyeic, apì kommĹtia kaj’ èna apì ta opoÐa eÐnai mia parĹllhlh metaforĹ kĹpoiou apì ta dedomèna poluìmina. Gia parĹdeigma, eÐnai sqetikĹ eÔkolo na dei kaneÐc pwc ta dÔo poluìmina tou Sqămatoc 19 mporoÔn na plakostrÿsoun (agglikĹ: tiling) to epÐpedo, kai eÐnai epÐshc eÔkolo na ftiĹxei kaneÐc paradeÐgmata apo sÔnolo poluomÐnwn pou de mporoÔn, ìpwc kai na metaferjoÔn, na plakostrÿsoun to epÐpedo. ApodeiknÔetai loipìn ìti to na

Sqăma 19. ’Ena sÔnolo apì dÔo poluìmina

apofasÐsei kaneÐc an èna dedomèno sÔnolo apì poluìmina mporeÐ na plakostrÿsei to epÐpedo eÐnai algorijmikĹ anepÐluto prìblhma. Den upĹrqei dhl. prìgramma pou na tou dÐnoume èna tuqìn peperasmèno sÔnolo apì poluìmina kai na mac apantĹ an epidèqetai plakìstrwsh ă ìqi.

6.4 AnadromikĹ aparijmăsima (a.a.) sÔnola.

Orismìc 39. ’Ena mh kenì sÔnolo A ⊆ N onomĹzetai anadromikĹ aparijmăsimo (a.a.) an upĹrqei prìgramma P (x) pou na aparijmeÐ ta stoiqeÐa tou A, dhl. na èqoume A = {P (1), P (2), P (3), . . .}, me endeqìmenh epanĹlhyh twn stoiqeÐwn tou A sto dexÐ mèloc. Me Ĺlla lìgia, gia kĹje a ∈ A upĹrqei n ∈ N, ìqi kat’ anĹgkh monadikì, tètoio ÿste a = P (n).

Paratărhsh: Kai pĹli, den upĹrqei, ston Orismì 39, tÐpota to magikì me to sÔnolo N kai ja mporoÔsame sth jèsh tou na èqoume, p.q. to sÔnolo Σ^∗, ìpou Σ èna peperasmèno alfĹbhto.

EÐnai sqedìn Ĺmeso ìti kĹje anadromikì sÔnolo eÐnai kai a.a. PrĹgmati, an ∅ ≠ A ⊆ N eÐnai anadromikì tìte upĹrqei prìgramma Q(x) tètoio ÿste Q(x) = 1 ⇔ x ∈ A. Tìte to akìloujo prìgramma aparijmeÐ ta stoiqeÐa tou A (m eÐnai, p.q., to mikrìtero stoiqeÐo tou A):

int P(x)

{

if(Q(x)) return x;
else return m;

} ’Askhsh 65. An A, B ⊆ N eÐnai a.a. sÔnola deÐxte ìti to Ðdio isqÔei kai gia ta sÔnola A ∩ B, A ∪ B.

Apì thn Ĺllh meriĹ eÐnai eÔkolo na kataskeuĹsoume a.a. sÔnola pou den eÐnai anadromikĹ. Gia parĹdeigma, to sÔnolo A = {x ∈ N : π(x) ↓} den eÐnai anadromikì (an ătan tìte to prìblhma tou termatismoÔ ja ătan upologÐsimo, enÿ èqoume deÐxei ìti den eÐnai) allĹ eÐnai a.a. Gia na doÔme autì ton teleutaÐo isqurismì kĹnoume to exăc. Qreiazìmaste èna prìgramma pou na aparijmeÐ ta x ∈ N gia ta opoÐa to prìgramma π(x) termatÐzei. IsodÔnama, ftiĹqnoume èna prìgramma pou leitourgeÐ ep’ Ĺpeiron kai tupÿnei sunèqeia sthn èxodì tou stoiqeÐa tou A, qwrÐc na paraleÐyei kanèna. To prìgramma autì

• Băma 1: Prÿta trèqei (prosomoiÿnei) to prìgramma π(1) gia 1 băma.

6.4. ANADROMIK§A APARIJM§HSIMA (A.A.) S§UNOLA. 59

• Băma 2: ’Epeita trèqei (prosomoiÿnei) ta progrĹmmata π(1), π(2) gia 2 bămata to kajèna • . . . • Băma k: Trèqei ta progrĹmmata π(1), π(2), . . . , π(k) gia k bămata to kajèna,

• SuneqÐzei ètsi ep’ Ĺpeiron.

Sto tèloc tou bămatoc k to prìgrammĹ mac elègqei poia apì ta progrĹmmata π(1), . . . , π(k) teleÐwsan mèsa sta prÿta k touc bămata, kai tupÿnei ta antÐstoiqa x gia autĹ pou teleÐwsan sthn èxodì tou. EÐnai ètsi fanerì ìti kĹje x gia to opoÐo π(x) ↓ ja emfanisteÐ sthn èxodo tou progrĹmmatìc mac, kai ìti se aută thn èxodo emfanÐzontai mìno tètoia x (dhl. stoiqeÐa tou A). An x ∈ A kai to prìgramma π(x) termatÐzei metĹ apì t bămata tìte o arijmìc x emfanÐzetai gia prÿth forĹ sthn èxodo tou progrĹmmatìc mac metĹ to băma up’ arijmìn max {x, t}, kai emfanÐzetai kai se ìla ta metagenèstera bămata.

’Eqoume loipìn deÐxei:

Jeÿrhma 17. KĹje anadromikì sÔnolo eÐnai anadromikĹ aparijmăsimo allĹ to antÐstrofo den isqÔei.

H ierarqÐa twn glwssÿn tÿra gÐnetai

(kanonikèc glÿssec) ⊂ (context free glÿssec) ⊂ (anadromikèc glÿssec) ⊂ (a.a. glÿssec)

kai ìloi oi egkleismoÐ eÐnai gnăsioi.

H sqèsh anadromikÿn kai a.a. sunìlwn faÐnetai pio kajarĹ sta epìmena dÔo jewrămata.

Jeÿrhma 18. A ⊆ N eÐnai anadromikì an kai mìno an ta A, A^c eÐnai kai ta dÔo a.a.

Apìdeixh: An to A eÐnai anadromikì tìte anadromikì eÐnai kai to A^c, Ĺra kai ta dÔo eÐnai a.a. AntÐstrofa tÿra, èstw ìti ta A, A^c eÐnai kai ta dÔo a.a., kai ìti ta progrĹmmata P kai Q ta aparijmoÔn, èqoume dhl. A = {P (1), P (2), . . .}, A^c = {Q(1), Q(2), . . .}. To parakĹtw prìgramma R(x), pou qrhsimopoieÐ ta P kai Q wc upoprogrĹmmata, epistrèfei 1 an x ∈ A kai 0 alliÿc.

int R(x)

{

int i=1;
label:
if(P(i) == x) return 1;
if(Q(i) == x) return 0;
i = i+1; goto label;

} To prìgramma R aploÔstata parĹgei ìlouc touc arijmoÔc P (1), Q(1), P (2), Q(2), . . . kai mìlic emfanisteÐ to x epistrèfei 0 ă 1 anĹloga me to an to x emfanÐsthke sthn èxodo tou Q ă tou P . EÐnai sÐgouro ìti to x kĹpote ja emfanisteÐ (mia kai eÐte ja anăkei sto A eÐte sto A^c) kai Ĺra gia kĹje x to prìgramma R(x) termatÐzei. □ Jeÿrhma 19. ’Ena sÔnolo A ⊆ N eÐnai a.a. an kai mìno an upĹrqei prìgramma Q(x) tètoio ÿste

• An x ∈ A tìte Q(x) = 1, kai

• An x /∈ A tìte Q(x) = 0 ă Q(x) ↑.

To prìgramma Q sto jeÿrhma lèei thn alăjeia gia to an x ∈ A, an teleiÿnei, mporeÐ ìmwc kai na trèqei ep’ Ĺpeiron (allĹ autì mporeÐ na sumbaÐnei mìno an x ∈ A. ParathreÐste ìti upĹrqei asummetrÐa stic dÔo periptÿseic x ∈ A kai x /∈ A, kai aută h asummetrÐa ekdhlÿnetai kai me to ìti upĹrqoun a.a. sÔnola pou ta sumplhrÿmatĹ touc den eÐnai a.a.

Apìdeixh: ’Estw ìti to prìgramma P aparijmeÐ ta stoiqeÐa tou A: A = {P (1), P (2), . . .}. OrÐzoume to prìgramma Q(x) wc exăc:

int Q(x)

{

int i=1;
label:
if(P(i) == x) return 1;
i = i+1; goto label;

} To prìgramma Q(x) epistrèfei 1 an kai mìno an to x emfanisteÐ sth lÐsta twn timÿn tou P , alliÿc trèqei ep’ Ĺpeiron.

H Ĺllh kateÔjunsh tou Jewrămatoc 19 afănetai wc Ĺskhsh. □ ’Askhsh 66. ApodeÐxte thn kateÔjunsh tou Jewrămatoc 19 pou leÐpei apì thn apìdeixh pou dìjhke parapĹnw.

Euretărio

2^Q (dunamosÔnolo tou Q), 17, 23 L(M), 14, 18, 20, 23 L^∗, L^+, 7 L^R diatărhsh kanonikìthtac, 33 R-isodÔnama stoiqeÐa, 10 α-monopĹti, 24 ϵ-monopĹti, 24 ASCII, 6 ϵ-NFA, 22 CFG, 44

endiafèron parĹdeigma, 45 DFA, 13

algìrijmoc gia Ĺpeirh glÿssa, 38 algìrijmoc gia Ðdia glÿssa me Ĺllo DFA, 38 algìrijmoc gia kenă glÿssa, 38 algìrijmoi gia, 37 elaqistopoÐhsh, 40

mèjodoc, 41 leitourgÐa, 14 sunĹrthsh metĹbashc, 14 NFA, 17

leitourgÐa, 18 sunĹrthsh metĹbashc, 17, 23

efarmosmènh se sÔnola, 20 prefix, 6 substitution, 32 suffix, 6

akmă, 7

pollaplìthta, 7 alfĹbhto, 5

ASCII, 6 duadikì, 5 ellhnikì (Σ_{GR}), 5 algìrijmoc

NFA se DFA, 21 anadromikìc orismìc, 27 antÐstrofh omomorfikă eikìna, 30, 33 antikatĹstash, 32

epèktash se lèxeic, 32 kanonikă, 32 omomorfismìc, 32 arijmhtikèc ekfrĹseic, 43 autìmato elĹqisto

kataskeuă, 41 mh nteterministikì, 17

anagnÿrish lèxhc, 18 glÿssa tou, 18 leitourgÐa, 18 me ϵ-kinăseic, 22 sunĹrthsh metĹbashc, 17, 20, 23 mh nteterministikì me ϵ kinăseic glÿssa tou, 23 parĹdeigma, 23 mh nteterministikì me ϵ-kinăseic anagnÿrish lèxhc, 23 nteterministikì, 13

anagnÿrish glÿssac, 14 apodoqă lèxhc, 14 etikèta, 14 glÿssa tou, 14 katĹstash katastrofăc, 15 leitourgÐa, 14 mnămh, 16 nìhma katĹstashc, 16 sÔmbash sto sqediasmì, 15 sumplhrymatikă glÿssa, 32 sunĹrthsh metĹbashc, 14 sundesmologÐa kai sunĹrthsh metĹbashc, 14 dunamosÔnolo, 17, 21, 23

epÐjema, 6 epagwgikă apìdeixh, 21, 28 wc proc măkoc èkfrashc, 28

glÿssa, 5

ènwsh, 24 context-free, 43, 45 anagnÿrish apì autìmato, 14, 18, 23 kanonikă eÐnai kai context-free, 47 grammatikă apì to autìmato, 47 kenă, 5 monosÔnolo, 7 plărhc, 5 programmatismoÔ C, 6 sugkìllhsh, 7, 24

62 EURET§HRIO

sumplărwma, 17 glÿssec

kanonikèc

kleistìthta kĹtw apì sunolojewrhtikèc prĹxeic, 32 sumplhrwmatikă, 32 grĹfhma, 8

kateujunìmeno, 7

parĹdeigma, 7 sqediasmìc, 7 mh kateujunìmeno, aplì, 8, 11 grĹmma, 5 grammatikă

context-free

orismìc, 44 glÿssa pou antistoiqeÐ, 44 kanìnac paragwgăc, 44 paragwgă, 43

w^G⇒ v, 44 w^G⇒_∗ v, 44 sÔmbola

mh termatikĹ, 44 termatikĹ, 44 tlcontext-free, 43

isodÔnama stoiqeÐa, 10 isodunamÐa, 9

ϵ-NFA kai NFA, 24 DFA kai NFA, 20 automĹtwn, 20, 21, 24 isoupìloipoi arijmoÐ, 9

jeÿrhma

Myhill-Nerode, 39

kìmboc, 7 kÔkloc, 8 kanonikă èkfrash, 27

paradeÐgmata, 27 parenjèseic, 27 proteraiìthta telestÿn, 27 kanonikă glÿssa

apì autìmata, 28 katastĹseic automĹtou, 13

arqikă, 13, 14, 17, 23 sÔnolo katastĹsewn, 13, 17, 23 telikèc, 13, 14, 17, 23 klĹseic isodunamÐac, 10

diamèrish se, 10 korufă, 7

diadoqikă, 8

lèxh, 5

kenă, 5 măkoc, 5 Lămma ’Antlhshc

kanonikèc glÿssec, 33

apìdeixh, 34 efarmogă, 35, 38

metabatikă jăkh, 9 metabatikă kleistìthta, 9 metatropă

NFA se DFA, 21 mh kanonikèc glÿssec

Ôparxh, 33 monopĹti, 8

α-monopĹti, 24 ϵ-monopĹti, 24 kÔkloc, 8 măkoc, 8

omomorfismìc, 32

antÐstrofh omomorfikă eikìna, 30, 33 sqèsh me kanonikèc glÿssec, 33

plăjoc epijemĹtwn kai projemĹtwn, 6 prìjema, 6

sÔmbolo, 5 sqèseic

tomă apì, 9 sqèsh, 9

anaklastikă, 9 degiĹ analloÐwth, 39 isodunamÐac, 9

R_L kai R_M , 39 deÐkthc, 11, 39 gia glÿssec kai autìmata, 39 metabatikă, 9 plărhc, 9 summetrikă, 9 sugkìllhsh, 6

dunĹmeic miac glÿssac, 7 glwssÿn, 7 sunĹrthsh metĹbashc

efarmosmènh se sÔnola, 20

upoglÿssa, 5