ÌSSá ðïëý Źíôïìç åéĆãùãÞ Ÿç èåùñSSá ÃñáöçìÜôùí

ÌéœÜëçò Í. ÊïëïõíôæÜêçò Áíïéîç 1998, ãéá ôï ìÜèçìá ÄéáêñéôÜ ÌáèçìáôéêÜ

0. ÂáŊêÝò Ýííïéåò 1

0.1. ÁðëÜ ãñáöÞìáôá : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 1 0.2. Óõíåêôéêüôçôá : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 2 0.3. ÄéìåñÞ ãñáöÞìáôá : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 3 0.4. ÕðïãñáöÞìáôá : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 3 0.5. ÐSSíáêáò ŽíäåŘïëïãSSáò : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 3 0.6. ÁðüŸáŁðÜíù ĞãñáöÞìáôá : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 4 0.7. ÉŤìïñöSSá ãñáöçìÜôùí : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 4 0.8. ÃåíéêåýĞéò ôçò Ýííïéáò ôïõ ãñáöÞìáôïò : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 5 0.9. ÌåñéêÜ åéäéêÜ ãñáöÞìáôá : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 6

1. ÄÝíôñá 6

1.1. ÄÝíôñá, äÜŁêáé \ŢÜŊìï ôùí êýêëùí". : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 6 1.2. ÐëÞèïò áêìþí : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 7 1.3. ÅëÜœéŸá äÝíôñá ðïõ ðáñÜãïõí ĞãñáöÞìáôá ìå âÜñç : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 8

2. ÅýñåŁáðïŸÜĞùí ðÜíù ĞãñáöÞìáôá 9

2.1. Ï áëãüñéèìïò Floyd-Warshall : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 9

3. ÌïíïðÜôéá êáé êõêëþìáôá Euler êáé Hamilton 10

3.1. ÃåíéêÜ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 10 3.2. ÓõíèÞêåò ãéá êýêëùìá/ìïíïðÜôé Euler : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 10

4. ŒñùìáôéŘïSS 11

4.1. ÏñéŘïSS : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 11 4.2. ÅêôéìÞĞéò ãéá ôï œñùìáôéêü áñéèìü : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 12

5. Ôï èåþñçìá ôïõ ÃÜìïõ 12

5.1. ÓõŸÞìáôá ÎÝíùí Áíôéðñïđðùí : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 13 5.2. ÔáéñéÜŘáôá ĞäéìåñÞ ãñáöÞìáôá : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 14 5.3. ÔáéñéÜŘáôá ĞêáíïíéêÜ äéìåñÞ ãñáöÞìáôá. : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 14

6. ÂéâëéïãñáöSSá 15

x0. ÂáŊêÝò Ýííïéåò 0.1 ÁðëÜ ãñáöÞìáôá

Åíá áðëü ãñÜöçìá G = (V, E) áðïôåëåSSôáé áðü Ýíá Źíïëï êïñõöþí V êáé Ýíá Źíïëï áêìþí E, ôï ïðïSSï åSSíáé Ýíá Źíïëï áðü äéŹíïëá ôïõ V . ÓõíçèSSæïõìå íá ðáñéŸÜíïõìå Ýíá ãñÜöçìá áíôéŸïéœþíôáò Ýíá ŁìåSSï ôïõ åðéðÝäïõ ĞêÜèå êïñõöÞ êáé ôñáâþíôáò ìéá ãñáììÞ ðïõ åíþíåé äõï êïñõöÝò áí êáé ìüíï áí áõôÝò åíþíïíôáé ìå ìéá áêìÞ Ÿï G.

Figure 1: Åíá áðëü ãñÜöçìá ìå 6 êïñõöÝò êáé 7 áêìÝò.

ÅôŊôï ãñÜöçìá ôïõ Óœ. 1 Ýœåé V = {1, 2, 3, 4, 5, 6} êáé E = {{1, 2}, {1, 4}, {2, 3}, {3, 5}, {3, 6}, {4, 6}, {5, 6}}. Áí äõï êïñõöÝò u êáé v åíþíïíôáé Ÿï G èá ãñÜöïõìå ŽíÞèùò u ∼ v. ÏìïSSùò èá ãñÜöïõìå e_1 ∼ e_2 ãéá äýï áêìÝò e_1 êáé e_2 áí áõôÝò ìïéñÜæïíôáé ìéá áðü ôéò äõü ôïõò êïñõöÝò. Äýï ôÝôïéåò êïñõöÝò (áíô. áêìÝò) èá ëÝãïíôáé ãåéôïíéêÝò Þ ãåSSôïíåò êáé ôï Źíïëï ôùí ãåéôüíùí ìéáò êïñõöÞò (áíô. áêìÞò) u èá ëÝãåôáé ç ãåéôïíéÜ ôïõ u êáé èá ŽìâïëSSæåôáé ŽíÞèùò ìå N(u).

Âáèìüò ìéáò êïñõöÞò u ∈ V (èá ŽìâïëSSæåôáé ìå deg u) ëÝãåôáé ôï ðëÞèïò ôùí áêìþí ðïõ Ýœïõí ôçí u ùò Üêñï ôïõò. Äçë. deg u = |N(u)|.

Êáíïíéêü ïíïìÜæåôáé Ýíá ãñÜöçìá üôáí üëåò ïé êïñõöÝò ôïõ Ýœïõí ôïí SSäéï âáèìü. Áí ï âáèìüò åSSíáé r ôüôå ëÝãåôáé r-êáíïíéêü.

ÌïíïðÜôé Ÿï G èá ëÝãåôáé ìéá áêïëïõèSSá

u_1^{e1}−→ u_2^{e2}−→ · · ·^{en}�^1−→ u_n,

üðïõ ç áêìÞ e_j ŽíäÝåé ôéò êïñõöÝò u_j êáé u_{j+1}. Ôï ðëÞèïò ôùí áêìþí ðïõ åìöáíSSæïíôáé ĞÝíá ìïíïðÜôé èá ëÝãåôáé ìÞêïò ôïõ ìïíïðáôéïý. Åíá ìïíïðÜôé ĞÝíá áðëü ãñÜöçìá ìðïñïýìå íá ôï ðåñéãñÜøïõìå áíáöÝñïíôáò ìüíï ôéò êïñõöÝò u_j áöïý ïé áêìÝò åííïïýíôáé. Ð.œ. Ÿï ãñÜöçìá ôïõ ĲÞìáôïò 1 ôï 1 → 2 → 3 → 6 åSSíáé Ýíá ìïíïðÜôé.

Êýêëùìá ëÝãåôáé Ýíá ìïíïðÜôé ðïõ ç ôåëåõôáSSá êïñõöÞ åSSíáé SSäéá ìå ôçí ðñþôç. Óôï ĲÞìá 1 ôï 1 → 2 → 3 → 6 → 4 → 1 åSSíáé Ýíá êýêëùìá. Ïôáí èÝëïõìå íá ìéëÞŤõìå ãéá êõêëþìáôá (äåSSôå ðáñáêÜôù ãéá \äÝíôñá") œùñSSò åðáíáëáìâáíüìåíåò áêìÝò èá ôá áðïêáëïýìå êýêëïõò.

0.2 Óõíåêôéêüôçôá

Èá ëÝìå üôé ç êïñõöÞ v åSSíáé ðñïŊôÞ áðü ôçí êïñõöÞ u áí õðÜñœåé ìïíïðÜôé ðïõ íá îåêéíÜåé áðü ôçí u êáé íá êáôáëÞãåé Ÿçí v. ÅSSíáé åýêïëï íá äåéœôåSS üôé ç ĲÝŁ\v ðñïŊôü áðü u" åSSíáé ìSSá ĲÝŁ éŤäõíáìSSáò ðÜíù Ÿï Źíïëï V ôùí êïñõöþí. Áñá ôï Źíïëï V äéáìåñSSæåôáé ĞêëÜĞéò éŤäõíáìSSáò ðïõ Ÿçí ðñïêåéìÝíç ðåñSSðôùŁôéò ïíïìÜæïõìå ŽíåêôéêÝò ŽíéŸþĞò. Óôï ĲÞìá 2 äåSSœíïõìå Ýíá ãñÜöçìá ôïõ ïðïSSïõ ïé ŽíåêôéêÝò ŽíéŸþĞò åSSíáé ïé {1}, {2, 3, 4} êáé {5, 6, 7}. Åíá ãñÜöçìá ïíïìÜæåôáé Žíåêôéêü áí

Figure 2: Åíá ãñÜöçìá ìå 3 ŽíåêôéêÝò ŽíéŸþĞò.

Ýœåé ìüíï ìSSá ŽíåêôéêÞ ŽíéŸþĆ, äçë. êÜèå êïñõöÞ ŽíäÝåôáé ìå êÜèå Üëëç ìÝ§åíüò ìïíïðáôéïý. Ôï ãñÜöçìá ôïõ ĲÞìáôïò 1 åSSíáé Žíåêôéêü.

0.3 ÄéìåñÞ ãñáöÞìáôá

Åíá ãñÜöçìá G = (V, E) èá ïíïìÜæåôáé äéìåñÝò áí õðÜñœåé ìéá äéáìÝñéŁôùí êïñõöþí V = A ∪ B, ìå A ∩ B = ∅, ôÝôïéá þŸå êÜèå ïé ãåSSôïíåò êÜèå êïñõöÞò ôïõ A áíÞêïõí Ÿï B êáé ïé ãåSSôïíåò êÜèå êïñõöÞò ôïõ B áíÞêïõí Ÿï A. Äåí õðÜñœïõí äçë. áêìÝò áðü ôï A Ÿï A Þ áðü ôï B Ÿï B.

Figure 3: Åíá äéìåñÝò ãñÜöçìá.

Ôï ãñÜöçìá Ÿï Óœ. 3 åSSíáé äéìåñÝò ìå A = {1, 3, 6}, B = {2, 4, 5, 7}. ÐáñáôçñåSSŸå üôé ç äéáìÝñéŁV = A ∪ B äåí åSSíáé ìïíáäéêÞ, ìéÜ êáé èá ìðïñïýĆìå êÜëëéŸá íá åSSœáìå ôïðïèåôÞĞé, ãéá ðáñÜäåéãìá, ôï 1 Ÿï Źíïëï B áíôSS ãéá ôï A.

0.4 ÕðïãñáöÞìáôá

Åíá ãñÜöçìá G^′ = (V^′, E^′) èá ëÝãåôáé õðïãñÜöçìá åíüò ãñáöÞìáôïò G = (V, E) áí V^′ ⊆ V êáé E^′ ⊆ E. Ìå Üëëá ëüãéá, ôï G^′ åSSíáé õðïãñÜöçìá ôïõ G áí ìðïñïýìå íá ôï ðÜñïõìå áðü ôï G áöáéñþíôáò êÜðïéåò êïñõöÝò êáé êÜðïéåò áêìÝò (åííïåSSôáé åäþ üôé áí áðïöáŇŤõìå íá áöáéñÝŤõìå áðü ôï G ìéá êïñõöÞ u áõôüìáôá äéáãñÜöïõìå êáé üëåò ôéò áêìÝò ðïõ ðåñéÝœïõí ôçí u.

Figure 4: Ôï äåîéü ãñÜöçìá åSSíáé õðïãñÜöçìá ôïõ áñéŸåñïý.

Óôï Óœ. 4 ôï ãñÜöçìá äåîéÜ åSSíáé õðïãñÜöçìá ôïõ ãñáöÞìáôïò áñéŸåñÜ.

Ìéá åéäéêÞ êáôçãïñSSá õðïãñáöçìÜôùí åSSíáé ôá ëåãüìåíá åðáãüìåíá õðïãñáöÞìáôá, ôá ïðïSSá ðñïêýðôïõí áðü Ýíá ãñÜöçìá äéáãñÜöïíôáò áðëþò ïñéŘÝíåò êïñõöÝò êáé œùñSSò ðåñéôôÝò äéáãñáöÝò áêìþí. Äçë. áí V^′ ⊆ V , ôüôå ôï õðïãñÜöçìá ôïõ G = (V, E) ðïõ åðÜãåôáé áðü ôï Źíïëï êïñõöþí V åSSíáé ôï ãñÜöçìá G^′ = (V^′, E^′), ìå E^′ = {e = {u, v} ∈ E : u, v ∈ V^′}. Óôï Óœ. 4 ôï ãñÜöçìá äåîéÜ äåí åSSíáé åðáãüìåíï õðïãñÜöçìá áöïý ëåSSðïõí ïé áêìÝò {2, 4} êáé {1, 3}. Áí ôéò ðñïŃÝŤõìå Ğáõôü ôüôå ãSSíåôáé ôï õðïãñÜöçìá ôïõ áñéŸåñïý ãñáöÞìáôïò ðïõ åðÜãåôáé áðü ôï Źíïëï êïñõöþí V = {1, 2, 3, 4}.

0.5 ÐSSíáêáò ŽíäåŘïëïãSSáò

Ï áðëïýŸåñïò SS§ò ôñüðïò, áí êáé üœé ðÜíôá ï ðéï áðïôåëåŘáôéêüò áðü Üðïøç õðïëïãéŸéêÞ, ãéá íá ðáñáŸÞĞé êáíåSSò Ýíá áðëü ãñÜöçìá åSSíáé ìå ôï ëåãüìåíï ðSSíáêá ŽíäåŘïëïãSSáò. ÅŸù G = (V, E) Ýíá áðëü ãñÜöçìá ìå V = {v_1, . . . , v_n}. Ï ðSSíáêáò ŽíäåŘïëïãSSáò A åSSíáé ôüôå Ýíáò n × n ðSSíáêáò ìå A_{ij} = { 1 áí v_i ∼ v_j, 0 áëëéþò.

ÂÜæïõìå äçë. 1 Ÿç èÝŁi, j áí êáé ìüíï áí ç i-ïŸÞ êáé ç j-ïŸÞ êïñõöÞ ŽíäÝïíôáé ìå êÜðïéá áêìÞ. Áðü ôïí ïñéŘü ðñïêýðôåé áìÝ§ò üôé ï ðSSíáêáò A åSSíáé Žììåôñéêüò êáé Ýœåé 0 ðáíôïý ðÜíù Ÿç äéáãþíéï.

Ìå åðáãùãÞ ùò ðñüò k äåSSîåôå üôé

ÁŐçŁ1 Ï ðSSíáêáò A^k, k ≥ 0, Ýœåé Ÿç èÝŁi, j ôïí áñéèìü s áí êáé ìüíï áí ï áñéèìüò ôùí ìïíïðáôéþí ìÞêïõò k áðü ôçí êïñõöÞ i Ÿçí j åSSíáé áêñéâþò s.

ÐáñáôÞñçŁ: Åíá ìïíïðÜôé ìÞêïõò k áðü ôï u Ÿï v ìðïñåSS íá åðáíáëáìâÜíåé áêìÝò. Ãéá ðáñÜäåéãìá, áí

u ∼ u_1 ∼ v, ôüôå ôï ìïíïðÜôé u → u_1 → u → u_1 → v åSSíáé Ýíá ìïíïðÜôé áðü ôï u Ÿï v ìÞêïõò 4.

0.6 ÁðüŸáŁðÜíù ĞãñáöÞìáôá

Èá ïñSSŤõìå ìéá ŽíÜñôçŁd : V × V → N ðïõ èá Ýœåé ôçí Ýííïéá ôçò áðüŸáŁò. Áí ç êïñõöÞ u äåí åSSíáé ðñïŊôÞ áðü ôçí êïñõöÞ v ôüôå ïñSSæïõìå d(u, v) = d(v, u) = +∞. Áëëéþò ïñSSæïõìå d(u, v) íá åSSíáé ôï ìÞêïò ôïõ åëÜœéŸïõ ìïíïðáôéïý ðïõ ŽíäÝåé ôéò u êáé v, äçë. ôïõ ìïíïðáôéïý åêåSSíïõ ìå ôéò ëéãüôåñåò áêìÝò. Ãéá ðáñÜäåéãìá Ÿï Óœ. 2 d(2, 4) = d(5, 7) = 2, d(3, 2) = 1, êáé d(1, x) = +∞, ∀x ∈ {2, . . . , 7}. ÅðSSŁò Ÿï Óœ. 4, áñéŸåñÜ, d(u, v) = 1, ∀u, v ∈ {1, . . . , 5}, u ≠ v.

Ïðùò êÜèå öõŊïëïãéêÞ Ýííïéá áðüŸáŁò Ÿá ÌáèçìáôéêÜ, ç ŽíÜñôçŁáðüŸáŁò ðïõ ìüëéò ïñSSĆìå éêáíïðïéåSS ôç ëåãüìåíç ôñéãùíéêÞ áíéŞôçôá: ∀u, v, w ∈ V : d(u, v) ≤ d(u, w) + d(w, v). (1) Ãéá íá äåSS êáíåSSò ãéáôSS éĲýåé áõôü, ðáñáôçñåSSŸå üôé áí ðÜñïõìå ïðïéäÞðïôå ìïíïðÜôé áðü ôï u Ÿï w êáé ôï ŽíåœSSŤõìå ìå Ýíá ïðïéäÞðïôå ìïíïðÜôé áðü ôï w Ÿï v, ðáSSñíïõìå Ýíá ìïíïðÜôé áðü ôï u Ÿï v. Ïé ëåðôïìÝñåéåò ôçò áðüäåéîçò áöÞíïíôáé Ÿïí áíáãíþŸç.

Åœïíôáò ïñSSĞé ìéá Ýííïéá áðüŸáŁò, ìðïñïýìå ôþñá íá ìéëÞŤõìå ãéá ôç äéÜìåôñï åíüò ãñáöÞìáôïò G = (V, E), ðïõ ôç ŽìâïëSSæïõìå ìå diam G. ÁõôÞ ïñSSæåôáé íá åSSíáé ç ìÝãéŸç áðüŸáŁáíÜìåĆĞäõü êïñõöÝò ôïõ G:

diam G = max_{u,v∈V} d(u, v). (2)

ÅSSíáé öáíåñü üôé Ýíá ãñÜöçìá G åSSíáé Žíåêôéêü áí êáé ìüíï áí diam G < ∞. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ôï áñéŸåñü ãñÜöçìá ôïõ Óœ. 4 Ýœåé äéÜìåôñï 1 åíþ ôï äåîéü Ýœåé äéÜìåôñï 2.

ÁŐçŁ2 ÌðïñåSS ç äéÜìåôñïò åíüò Žíåêôéêïý ãñáöÞìáôïò ìå n êïñõöÝò íá åSSíáé ìåãáëýôåñç áðü n − 1; ÐåñéãñÜøôå üëá ôá ãñáöÞìáôá ìå n êïñõöÝò êáé äéÜìåôñï n − 1.

0.7 ÉŤìïñöSSá ãñáöçìÜôùí

Äýï ãñáöÞìáôá G = (V, E) êáé G^′ = (V^′, E^′) ëÝãïíôáé éŞìïñöá áí õðÜñœåé ìéá 1-1 êáé åðSS f : V → V^′ ôÝôïéá þŸå íá Ýœïõìå ∀u, v ∈ V : ( u^G∼ v ⇐⇒ f(u)^G 0 ∼ f(v) ) . (3)

Ìå Üëëá ëüãéá, äõï ãñáöÞìáôá ëÝãïíôáé éŞìïñöá áí ìðïñïýìå íá áíôéŸïéœSSŤõìå ôéò êïñõöÝò ôïõò 1-1 ìå ôÝôïéï ôñüðï þŸå íá äéáôçñåSSôáé ç ŽíäåŘïëïãSSá. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ôü ãñÜöçìá ôïõ Óœ. 2 êáé ôï ãñÜöçìá ôïõ Óœ. 3 åSSíáé éŞìïñöá, êáé ìÜëéŸá ìå f(i) = i.

Ç áðåéêüíéŁf (ðïõ ïíïìÜæåôáé éŤìïñöéŘüò) äåí åSSíáé ìïíáäéêÜ êáèïñéŘÝíç êáé ïýôå åSSíáé ŽíÞèùò ðñïöáíÞò ç ýðáñîÞ ôçò. Ð.œ. ç áðåéêüíéŁf áðü ôï ãñÜöçìá ôïõ Óœ. 2 Ÿï ãñÜöçìá ôïõ Óœ. 3 ðïõ Ýœåé

f(1) = 1, f(2) = 5, f(3) = 6, f(4) = 7, f(5) = 4, f(6) = 3, f(7) = 2,

åSSíáé êé áõôÞ Ýíáò éŤìïñöéŘüò.

ÏŤí áöïñÜ ôç èåùñSSá ãñáöçìÜôùí, äýï éŞìïñöá ãñáöÞìáôá ŽíÞèùò äåí ôá îåœùñSSæïõìå ìåôáîý ôïõò. Ð.œ. èá èåùñïýìå Ýíá ãñÜöçìá G õðïãñÜöçìá åíüò ãñáöÞìáôïò G^′ áí ôï G åSSíáé éŞìïñöï ìå êÜðïéï õðïãñÜöçìá ôïõ G^′. ÅôŊôï ãñÜöçìá α − − − β − − − γ (ôñåSSò êïñõöÝò êáé äýï áêìÝò) èåùñåSSôáé õðïãñÜöçìá ôïõ ãñáöÞìáôïò ôïõ Óœ. 3 ðáñÜ ôï üôé ôï Źíïëï êïñõöþí ôïõ äåí åSSíáé êáí õðïŹíïëï ôïõ Žíüëïõ ôùí êïñõöþí ôïõ Óœ. 3.

0.8 ÃåíéêåýĞéò ôçò Ýííïéáò ôïõ ãñáöÞìáôïò

Êáôåõèõíüìåíá ãñáöÞìáôá åSSíáé æåõãÜñéá (V, E), üðïõ êáé ðÜëé V åSSíáé Ýíá Źíïëï êïñõöþí, áëëÜ ôï Źíïëï E ôùí áêìþí åSSíáé ôþñá üœé Ýíá Źíïëï äéìåëþí õðïŽíüëùí ôïõ V áëëÜ Ýíá Źíïëï äéáôåôáãìÝíùí æåõãþí ìå ŸïéœåSSá áðü ôï V , äçë. E ⊆ V × V . ÁíÜëïãá ìå ôçí ðåñSSðôùŁìðïñåSS êáíåSSò íá åðéôñÝðåé Þ üœé êáé æåõãÜñéá ôçò ìïñöÞò (v, v). Ôï Łìáíôéêü ðÜíôùò åSSíáé üôé äå ìðïñåSS ðëÝïí êáíåSSò íá ëÝåé üôé \i ŽíäÝåôáé ìå ôï j" áëëÜ ðñÝðåé íá ðñïĚéïñSSæåé êáé ôçí êáôåýèõíŁôçò ŹíäåŁò.

ÃñáöÞìáôá ìå ðïëëáðëÝò áêìÝò åSSíáé áõôÜ (êáôåõèõíüìåíá Þ ìç) Ÿá ïðïSSá ìéá áêìÞ ìðïñåSS íá ìçí õðÜñœåé êáèüëïõ, íá õðÜñœåé ìéá öïñÜ, äõï öïñÝò, êëð. Ï áñéèìüò ôùí öïñþí ðïõ åìöáíSSæåôáé ìéá áêìÞ ëÝãåôáé ðïëëáðëüôçôá ôçò áêìÞò.

ÃñáöÞìáôá ìå áõôïŽíäÝĞéò åSSíáé áõôÜ Ÿá ïðïSSá åðéôñÝðïõìå ìéá êïñõöÞ íá ŽíäÝåôáé ìå ôïí åáõôü ôçò. ÃñáöÞìáôá ìå âÜñç/êüŸç åSSíáé áõôÜ (êáôåõèõíüìåíá Þ ìç) Ÿá ïðïSSá êÜèå áêìÞ Ýœåé êáé Ýíá âÜñïò/êüŸïò.

ÁõôÜ åSSíáé ŽíÞèùò ìç áñíçôéêïSS áñéèìïSS, áëëÜ áõôü äåí åSSíáé áðáñáSSôçôï êáé åîáñôÜôáé áðü ôçí åöáñìïãÞ. Ãéá ðáñÜäåéãìá, áí ïé êïñõöÝò ðáñéŸÜíïõí ðüëåéò ĞìSSá œþñá êáé ïé áêìÝò êÜðïéïõò äñüìïõò ðïõ ôéò ŽíäÝïõí, ôá âÜñç ìðïñïýí íá ðáñéŸÜíïõí ôá ìÞêç ôùí äñüìùí.

Figure 5: Ìç áðëÜ ãñáöÞìáôá.

Óôï Óœ. 5 äåSSœíïõìå äýï ãñáöÞìáôá. Ôï áñéŸåñü åSSíáé Ýíá êáôåõèõíüìåíï ãñÜöçìá, êáé ôï äåîSS åSSíáé Ýíá ãñÜöçìá ìå ðïëëáðëÝò áêìÝò, áõôïŽíäÝĞéò êáé âÜñç. ÅSSíáé öáíåñü üôé ìðïñïýí íá õðÜñîïõí äéÜöïñïé ôÝôïéïé ŽíäõáŘïSS.

ÅéäéêÜ ãéá ôá ãñáöÞìáôá ìå ìç áñíçôéêÜ âÜñç õðÜñœåé ìéá åðéðëÝïí Ýííïéá ôçò áðüŸáŁò áíÜìåĆĞ äýï êïñõöÝò ðïõ ëáìâÜíåé õðüøçí ôçò ôá \ìÞêç" (Þ âÜñç) ôùí áêìþí. ÅôŊ, ôï ìÞêïò åíüò ìïíïðáôéïý ĞÝíá ãñÜöçìá ìå âÜñç åSSíáé áðëþò ôï ÜèñïéŘá ôùí âáñþí ôùí áêìþí ðïõ ŽììåôÝœïõí Ÿï ãñÜöçìá, ç áðüŸáŁ áíÜìåĆŸéò êïñõöÝò u êáé v ïñSSæåôáé ùò ôï ÝëÜœéŸï ìÞêïò ìïíïðáôéïý ðïõ ŽíäÝåé ôéò u êáé v (+∞ áí äåí

ŽíäÝïíôáé ìå êÜðïéï ìïíïðÜôé), êáé ç äéÜìåôñïò ôïõ ãñáöÞìáôïò G ïñSSæåôáé ùò ç ìÝãéŸç áðüŸáŁáíÜìåĆ Ğäýï êüìâïõò ôïõ G, üðùò êáé ðñéí.

ÁŐçŁ3 ÄåSSîôå üôé ç ôñéãùíéêÞ áíéŞôçôá (1) åîáêïëïõèåSS íá éĲýåé êáé ãéá ôç íÝá Ýííïéá áðüŸáŁò.

0.9 ÌåñéêÜ åéäéêÜ ãñáöÞìáôá

Ôï êåíü ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò Ýœåé Źíïëï êïñõöþí [n] = {1, . . . , n} êáé Źíïëï áêìþí E = ∅. Ôï ŽìâïëSSæïõìå ìå E_n.

Ôï ðëÞñåò ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò Ýœåé Źíïëï êïñõöþí [n] êáé üëåò ôéò äõíáôÝò áêìÝò, äçë. E = üëá ôá äéìåëÞ õðïŹíïëá ôïõ [n]. ÓõìâïëSSæåôáé ìå K_n êáé Ýœåé^{(n}_2^) =^{n(n−1)}_2 áêìÝò. Ôï áñéŸåñü ãñÜöçìá Ÿï Óœ. 4 åSSíáé ôï K_5.

Ôï ðëÞñåò äéìåñÝò ãñÜöçìá ìå m êáé n êïñõöÝò Ýœåé Źíïëï êïñõöþí ôï V = A∪B, ìå A = {a_1, . . . , a_m}, B = {b_1, . . . , b_n}, êáé a_i ∼ b_j , ãéá êÜèå i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n. ÓõìâïëSSæåôáé ìå K_{m,n} êáé Ýœåé m · n áêìÝò.

Ï êýêëïò ìå n êïñõöÝò Ýœåé Źíïëï êïñõöþí ôï [n] êáé i ∼ j áí êáé ìüíï áí |i − j| = 1 Þ {i, j} = {1, n}. ÓõìâïëSSæåôáé ìå C_n êáé Ýœåé n áêìÝò.

x1. ÄÝíôñá

1.1 ÄÝíôñá, äÜŁêáé \ŢÜŊìï ôùí êýêëùí".

Åíá Žíåêôéêü ãñÜöçìá ðïõ äåí ðåñéÝœåé êýêëïõò ïíïìÜæåôáé äÝíôñï. Åíá ãñÜöçìá, Žíåêôéêü Þ ìç, ðïõ äåí ðåñéÝœåé êýêëïõò ïíïìÜæåôáé äÜŤò.

Figure 6: Åíá äÜŤò áðü 4 äÝíôñá

Ç äåýôåñç ïíïìáŇá åSSíáé ŽìâáôÞ ìå ôçí ðñþôç áöïý êÜèå ôÝôïéï ãñÜöçìá ìðïñåSS íá ôï äåé êáíåSSò Ćí ôï Źíïëï ôùí Žíåêôéêþí ŽíéŸùđí ôïõ. ÁëëÜ êÜèå ôÝôïéá ŽíåêôéêÞ ŽíéŸþĆåîáêïëïõèåSS íá ìçí ðåñéÝœåé êýêëïõò (áöïý åSSíáé õðïãñÜöçìá ôïõ áñœéêïý), Üñá åSSíáé Ýíá äÝíôñï, äçë. êÜèå ãñÜöçìá œùñSSò êýêëïõò åSSíáé ìéá \îÝíç" (äçë. œùñSSò ìåôáîý ôïõò ŽíäÝĞéò) ÝíùŁáðü äÝíôñá.

Ôá äÝíôñá Ýœïõí åíäéáöÝñïí åðåéäÞ, êáôÜ êÜðïéá Ýííïéá, åSSíáé ôá \åëÜœéŸá" ŽíåêôéêÜ ãñáöÞìáôá: êÜèå Žíåêôéêü ãñÜöçìá G = (V, E) ðåñéÝœåé Ýíá õðïãñÜöçìá ìå ôéò SSäéåò êïñõöÝò, Žíåêôéêü êáé œùñSSò êýêëïõò (Üñá äÝíôñï). Áò äïýìå ãéáôSS éĲýåé áõôü.

ÅŸù üôé ôï Žíåêôéêü ãñÜöçìá G = (V, E) ðåñéÝœåé êÜðïéï êýêëï

C : u_1^{e1}−→ u_2^{e2}−→ · · ·^{en}�^1−→ u_n = u_1.

Áò åðéëÝîïõìå ôõœáSSá ìéá áðü ôéò áêìÝò ôïõ êýêëïõ, ð.œ. ôçí e_1, êáé áò ôç ČÞŤõìå áðü ôï ãñÜöçìá. ÉĲõñéæüìáŸå üôé ôï ãñÜöçìá ðáñáìÝíåé Žíåêôéêü. ÐñáãìáôéêÜ, áò õðïèÝŤõìå ðùò ç áêìÞ e_1 ðïõ ČÞĆìå ŽìåôåSSœå Ÿï ãñÜöçìá G ĞêÜðïéï ìïíïðÜôé P ðïõ ŽíÝäåå äýï êïñõöÝò v êáé u, üðùò öáSSíåôáé Ÿï Óœ. 7.

Figure 7: ÄéáãñáöÞ ôçò e_1 äéáôçñåSS ôç Žíåêôéêüôçôá.

ÅSSíáé öáíåñü üôé, ðáñÜ ôï üôé ôþñá ðéá ç áêìÞ e_1 Ýœåé äéáãñáöåSS, ìðïñïýìå êáé ðÜëé íá ðÜìå áðü ôï v Ÿï u äéáíýïíôáò ôï ìïíïðÜôé üðùò êáé ðñéí áëëÜ üôáí èá œñåéáŸåSS íá ðåñÜŤõìå ôçí e_1 ìðïñïýìå íá ôçí áíôéêáôáŸÞŤõìå äéáãñÜöïíôáò ôï õðüëïéðï ôïõ êýêëïõ C.

Ôçí ðñÜîç áõôÞ, ðïõ ìüëéò äåSSîáìå üôé äéáôçñåSS ôç Žíåêôéêüôçôá, ôçí ïíïìÜæïõìå \ŢÜŊìïõ ôïõ êýêëïõ C Ÿçí áêìÞ e_1". ÅðáíáëáìâÜíïíôáò áõôÞ ôçí ðñÜîç üŤåîáêïëïõèïýí íá õðÜñœïõí êýêëïé Ÿï ãñÜöçìá, êáé áöïý ìåôÜ áðü êÜèå ôÝôïéá ðñÜîç ïé áêìÝò ëéãïŸåýïõí êáôÜ ìSSá, åSSíáé öáíåñü (ìéëÜìå öõŊêÜ ãéá ðåðåñáŘÝíá ãñáöÞìáôá) üôé èá öôÜŤõìå ĞÝíá ýðïãñÜöçìá ôïõ G ìå ôéò SSäéåò êïñõöÝò (áõôÝò äåí áëëÜæïõí ìå ôçí ðñÜîç), Žíåêôéêü êáé œùñSSò ðëÝïí êýêëïõò, äçë. ĞÝíá äÝíôñï.

Åíá äÝíôñï T õðïãñÜöçìá ôïõ G êáé ìå ôéò SSäéåò êïñõöÝò ëÝãåôáé äÝíôñï ðïõ ðáñÜãåé. Åœïõìå äåSSîåé ëïéðüí üôé êÜèå Žíåêôéêü ãñÜöçìá Ýœåé äÝíôñï ðïõ ðáñÜãåé.

1.2 ÐëÞèïò áêìþí

Èåþñçìá 1 ÊÜèå äÝíôñï ìå n êïñõöÝò Ýœåé áêñéâþò n − 1 áêìÝò.

Áðüäåéîç: Ìå åðáãùãÞ ùò ðñüò n. Ãéá n = 1 åSSíáé ðñïöáíÝò. ÅŸù G äÝíôñï ìå n êïñõöÝò.

ÉĲõñéŘüò: ÕðÜñœåé êïñõöÞ ôïõ G ìå âáèìü 1.

ÅŸù üôé üëåò ïé êïñõöÝò Ýœïõí âáèìü ≥ 2 (áöïý êáìSSá äåí Ýœåé âáèìü 0 ëüãù Žíåêôéêüôçôáò). Ìðïñïýìå ôüôå íá âñïýìå ìïíïðÜôéá ïŤõäÞðïôå ìåãÜëïõ ìÞêïõò Ÿï G Ÿá ïðïSSá ðïôÝ äåí åìöáíSSæåôáé êÜôé ôçò ìïñöÞò · · · u^e−→ v^e−→ u · · · áöïý ðÜíôá ìðïñïýìå íá öýãïõìå áðü êÜðïéá êïñõöÞ œñçŊìïðïéþíôáò êÜðïéá Üëëç áêìÞ áðü áõôÞ ðïõ œñçŊìïðïéÞĆìå ãéá íá ìðïýìå, êáé ìðïñïýìå íá êéíïýìáŸå ÝôŊåð’Üðåéñïí. Áí ôï ìïíïðÜôé Ýœåé áñêåôÜ ìåãÜëï ìÞêïò èá õðÜñœåé Ňãïõñá êÜðïéá êïñõöÞ ðïõ åìöáíSSæåôáé åêåSS ðÜíù áðü ìSSá öïñÜ. ÅðéëÝãïõìå ìéá ôÝôïéá êïñõöÞ u ðïõ Ýœåé åðéðëÝïí ôçí éäéüôçôá üôé ç áðüŸáŁáíÜìåĆŸéò äýï åìöáíSSĞéò ôçò åSSíáé åëÜœéŸç. Ç êáôÜŸáŁáðåéêïíSSæåôáé Ÿï Óœ. 8. Ç åðéðëÝïí éäéüôçôá áõôÞ ôçò u ŽíåðÜãåôáé üôé Ÿï êýêëùìá ðïõ áðåéêïíSSæåôáé Ÿï ĲÞìá ðÜíù áðü ôï u äåí õðÜñœåé Üëëç åðáíáëáìâáíüìåíç êïñõöÞ Þ áêìÞ, Üñá áõôü ôï êýêëùìá åSSíáé êýêëïò, ðñÜãìá ðïõ áðáãïñåýåôáé ĞäÝíôñï, êáé Ýœïõìå áðïäåSSîåé ôïí éĲõñéŘü.

ÅŸù ëïéðüí deg u = 1 êáé ïñSSæïõìå ôï õðïãñÜöçìá G^′ ôïõ G ðïõ åðÜãåôáé áðü ôéò õðüëïéðåò êïñõöÝò V \ {u} (ČÞíïõìå äçë. ôçí u êáé ôç ìïíáäéêÞ áêìÞ ðïõ êáôáëÞãåé Ÿçí u). Ùò õðïãñÜöçìá, ôï G^′ ðñïöáíþò äåí Ýœåé êýêëïõò êáé åîáêïëïõèåSS íá åSSíáé Žíåêôéêü áöïý åSSíáé öáíåñü üôé, åðåéäÞ ç u Ýœåé âáèìü 1, äåí ìðïñåSS íá œñçŊìïðïéèåSS ãéá ôç ŹíäåŁäýï Üëëùí êïñõöþí. ÁëëÜ ôï G^′ Ýœåé n − 1 êïñõöÝò êáé áðü ôçí åðáãùãéêÞ ìáò õðüèåŁÝœåé Žíåðþò n −2 áêìÝò. Áñá ôï G Ýœåé n −1 (áõôÝò ôïõ G^′ Ží áõôÞ ðïõ êáôáëÞãåé Ÿçí u). �

Figure 8: Åíá ìïíïðÜôé ìå ìéá åðáíáëáìâáíüìåíç êïñõöÞ

ÁŐçŁ4 ÁðïäåSSîôå üôé Ýíá äÜŤò ìå n êïñõöÝò êáé m ŽíåêôéêÝò ŽíéŸþĞò (m äÝíôñá äçëáäÞ) Ýœåé áêñéâþò n − m áêìÝò.

Åýêïëá Ýœïõìå ôþñá:

ÐüñéŘá 1 Áí Ýíá Žíåêôéêü ãñÜöçìá G ìå n êïñõöÝò Ýœåé n − 1 áêìÝò ôüôå åSSíáé äÝíôñï. Áðüäåéîç: Ôï G ðåñéÝœåé êÜðïéï äÝíôñï ðïõ ðáñÜãåé, ÝŸù T , ôï ïðïSSï Ýœåé n − 1 áêìÝò Źìöùíá ìå ôï Èåþñçìá 1. Áñá G = T . � 1.3 ÅëÜœéŸá äÝíôñá ðïõ ðáñÜãïõí ĞãñáöÞìáôá ìå âÜñç

ÅŸù G = (V, E) Ýíá Žíåêôéêü ãñÜöçìá ìå ìç áñíçôéêÜ âÜñç Ÿéò áêìÝò ôïõ w : E → R^+.

Ìáò åíäéáöÝñåé íá åðéëÝîïõìå åêåSSíï ôï äÝíôñï T áðü üëá ôá äõíáôÜ äÝíôñá ðïõ ðáñÜãïõí ðïõ ôï âÜñïò ôïõ, äçë. ôï ÜèñïéŘá ôùí áêìþí ðïõ ŽììåôÝœïõí Ÿï äÝíôñï íá åSSíáé üŤãSSíåôáé ðéï ìéêñü. ÈÝëïõìå äçë. íá åëáœéŸïðïéÞŤõìå ôçí ðïŞôçôá w(T ) = ∑ e∈T w(e), üðïõ ôï ÜèñïéŘá ðáSSñíåôáé ðÜíù áð’üëåò ôéò áêìÝò ðïõ åìöáíSSæïíôáé Ÿï äÝíôñï, êáé ôï T åSSíáé Ýíá äÝíôñï ðïõ ðáñÜãåé. Áí êáé ç ðïŞôçôá w(T ) Ýœåé ìïíáäéêü åëÜœéŸï, áõôü ìðïñåSS íá \ðéÜíåôáé" ãéá ðáñáðÜíù áðü Ýíá äÝíôñá ðïõ ðáñÜãïõí. Ïëá áõôÜ ôá äÝíôñá ìå åëÜœéŸï âÜñïò ôá ïíïìÜæïõìå åëÜœéŸá äÝíôñá.

ÌðïñåSS êáíåSSò ĲåôéêÜ åýêïëá íá äåSSîåé üôé ï ðáñáêÜôù áëãüñéèìïò üíôùò âñSSŐåé Ýíá åëÜœéŸï äÝíôñï ðïõ ðáñÜãåé Ÿï G.

Áëãüñéèìïò ãéá åýñåŁåëÜœéŸïõ äÝíôñïõ

1. S = ∅ 2. ÅŸù G_S = (V, S).

3. Áí ôï G_S åSSíáé Žíåêôéêü, ÔÅËÏÓ. Áëëéþò:

4. ÅŸù e ìéá åëÜœéŸç áêìÞ ðïõ åíþíåé äýï äéáöïñåôéêÝò ŽíåêôéêÝò ŽíéŸþĞò ôïõ G_S . 5. ÐñïŃÝôïõìå ôçí e Ÿï S 6. ÐÞãáéíå Ÿï 2

Ï áëãüñéèìïò áõôüò îåêéíÜ áðü Ýíá Źíïëï áêìþí S ðïõ åSSíáé áñœéêÜ êåíü êáé ôï ìåãáëþíåé ìÝœñé ðïõ ôï S íá ãSSíåé ôï Źíïëï áêìþí åíüò äÝíôñïõ ðïõ ðáñÜãåé ôï G. Óå êÜèå åðáíÜëçøç ôïõ áëãïñSSèìïõ ç áêìÞ e åðéëÝãåôáé íá åSSíáé åêåSSíç ç áêìÞ ðïõ ŽíäÝåé äõï äéáöïñåôéêÝò ŽíåêôéêÝò ŽíéŸþĞò ç ïðïSSá Ýœåé åëÜœéŸï âÜñïò. ÌåôÜ ôçí ðñüŃåŁôçò e Ÿï S ï áñéèìüò ôùí Žíåêôéêþí ŽíéŸùđí ìåéþíåôáé áêñéâþò êáôÜ 1 êáé ÝôŊåSSíáé öáíåñü üôé áêñéâþò ìåôÜ n − 1 âÞìáôá ï áëãüñéèìïò ŸáìáôÜ êáé ôï G_S åSSíáé Ýíá äÝíôñï ðïõ ðáñÜãåé. Ôï üôé ôï G_S åSSíáé êáé åëÜœéŸï èÝëåé áðüäåéîç (äåSSôå ð.œ. [1, ó. 164]). Ï áëãüñéèìïò áõôüò áíÞêåé ĂåêåSSíç ôçí êáôçãïñSSá áëãïñSSèìùí ðïõ ïíïìÜæïíôáé \ìõùðéêïSS" (greedy) ìéá êáé ðñïŢáèïýí íá ðåôýœïõí ìéá ŽíïëéêÞ âåëôéŸïðïSSçŁ(Ÿçí ðåñSSðôùŁìáò ôçí åýñåŁåíüò åëÜœéŸïõ äÝíôñïõ) âåëôéŸïðïéþíôáò, êáôÜ ôç äéÜñêåéá ôçò åêôÝëåŁò ôïõò, êÜèå åðéëïãÞ ðïõ Ýœïõí íá êÜíïõí ìå êÜðïéá êñéôÞñéá \ôçò ŸéãìÞò". ÔÝôïéïé áëãüñéèìïé ŢáíSSùò âåëôéŸïðïéïýí ôï Žíïëéêü ðñüâëçìá, êáé áõôüò ï áëãüñéèìïò ãéá åëÜœéŸá äÝíôñá åSSíáé ìéá áðü ôéò åîáéñÝĞéò ðïõ áðïäåäåéãìÝíá åðéôõãœÜíåôáé ŽíïëéêÞ âåëôéŸïðïSSçŁ.

x2. ÅýñåŁáðïŸÜĞùí ðÜíù ĞãñáöÞìáôá

2.1 Ï áëãüñéèìïò Floyd-Warshall

Åäþ èá ðåñéãñÜøïõìå Ýíá áëãüñéèìï ðïõ âñSSŐåé üëåò ôéò áðïŸÜĞéò áíÜìåĆĞêÜèå æåõãÜñé êïñõöþí, ĞÝíá ãñÜöçìá G ìå (ìç áñíçôéêÜ) âÜñç Ÿéò áêìÝò ôïõ. Èåùñïýìå, ùò ŽíÞèùò, ôï Źíïëï êïñõöþí ôïõ ãñáöÞìáôïò íá åSSíáé ôï [n] êáé ãñÜöïõìå w(i, j) ãéá ôï âÜñïò ôçò áêìÞò (i, j) (ôï ïðïSSï Žìöùíïýìå íá èåùñïýìå +∞ áí ç áêìÞ áõôÞ äåí õðÜñœåé). Áëãüñéèìïò Floyd-Warshall

1. ÈÝôïõìå A^{(0)}_{ij} = w(i, j), ãéá i, j = 1, . . . , n.

2. ÅðáíáëáìâÜíïõìå ãéá k = 1, 2, . . . , n ôï ðáñáêÜôù âÞìá.

3. A^{(k)}_{ij} = min^{A^{(k−1)}_{ij} , A^{(k−1)}_{ik} + A^{(k−1)}_{kj}^}, ãéá i, j = 1, . . . , n.

ÉĲõñéæüìáŸå üôé Ÿï ôÝëïò ôïõ áëãïñSSèìïõ ç áðüŸáŁáíÜìåĆŸéò êïñõöÝò i êáé j åSSíáé SSŁìå A^{(n)}_{ij} .

Áðüäåéîç: Èá äåSSîïõìå ìå åðáãùãÞ ùò ðñïò ôï k üôé A^{(k)}_{ij} éŤýôáé ìå L^{(k)}_{ij} = ôï ìÞêïò ôïõ åëÜœéŸïõ ìïíïðáôéïý áðü ôï i Ÿï j ôï ïðïSSï üìùò œñçŊìïðïéåSS åíäéÜìåĞò êïñõöÝò ìüíï áðü ôï Źíïëï {1, . . . , k}.

Ãéá k = 0 ôï ðáñáðÜíù Źíïëï åSSíáé êåíü êáé ï éĲõñéŘüò ŁìáSSíåé üôé A^{(0)}_{ij} éŤýôáé ìå ôï âÜñïò ôçò ðëåõñÜò (i, j) ìéá êáé ôï Źíïëï ôùí ìïíïðáôéþí áðü ôï i Ÿï j ðïõ äåí œñçŊìïðïéïýí êáìSSá åíäéÜìåŁ êïñõöÞ áðïôåëåSSôáé áðü ôç áêìÞ (i, j) êáé ìüíï. Áñá ï éĲõñéŘüò åSSíáé áëçèÞò ãéá k = 0.

ÕðïèÝôïõìå ôþñá üôé ï éĲõñéŘüò éĲýåé ìÝœñé êáé ãéá k − 1, èåùñïýìå Ýíá åëÜœéŸï ìïíïðÜôé áðü ôï i Ÿï j ðïõ œñçŊìïðïéåSS åíäéÜìåĞò êïñõöÝò ìüíï áðü ôï Źíïëï {1, . . . , k}, êáé îåœùñSSæïõìå äýï ðåñéðôþĞéò. (á) Ôï åëÜœéŸï áõôü ìïíïðÜôé äåí œñçŊìïðïéåSS ôçí êïñõöÞ k. (â) ŒñçŊìïðïéåSS ôçí êïñõöÞ k.

Óôçí ðñþôç ðåñSSðôùŁÝœïõìå öõŊêÜ L^{(k)}_{ij} = L^{(k−1)}_{ij} .

ÅŸù üôé éĲýåé ôï (â). Ìðïñïýìå åýêïëá íá äåSSîïõìå üôé üðïéï êáé íá åSSíáé ôï åëÜœéŸï ìïíïðÜôé áðü ôï i Ÿï j ðåñéÝœåé ôï k áêñéâþò ìéá öïñÜ (áí ôï ðåñéÝœåé äõï Þ ðáñáðÜíù ìðïñïýìå íá ôï ìéêñÜíïõìå ôï ìïíïðÜôé ðáñáëåSSðïíôáò Ýíá êïììÜôé áíÜìåĆĞäýï åìöáíSSĞéò ôïõ k). ÅðSSŁò, ôï êïììÜôé ôïõ ìïíïðáôéïý áðü ôï i Ÿï k åSSíáé Ýíá åëÜœéŸï ìïíïðÜôé áðü ôï i Ÿï k ðïõ œñçŊìïðïéåSS åíäéÜìåĞò êïñõöÝò áðü ôï Źíïëï {1, . . . , k − 1}. Áñá ôï ìÞêïò ôïõ åSSíáé L^{(k−1)}_{ik} êáé, ïìïSSùò, ôï ìÞêïò ôïõ ìïíïðáôéïý áðü ôï k Ÿï j åSSíáé L^{(k−1)}_{kj} . Ôï Žíïëéêü ìÞêïò ôïõ ìïíïðáôéïý åSSíáé ëïéðüí ĂáõôÞ ôçí ðåñSSðôùŁ

L^{(k)}_{ij} = L^{(k−1)}_{ik} + L^{(k−1)}_{kj} .

ÅðSSŁò, ĞêÜèå ðåñSSðôùŁ, Ýœïõìå ôéò áíéŞôçôåò

L^{(k)}_{ij} ≤ L^{(k−1)}_{ij} êáé L^{(k)}_{ij} ≤ L^{(k−1)}_{ik} + L^{(k−1)}_{kj} , ç ðñþôç áðü ôïí ïñéŘü ôïõ ôïõ Žìâüëïõ L êáé ìüíï êáé ç äåýôåñç ðáñáôçñþíôáò üôé ìðïñïýìå íá ðÜìå áðü ôï i Ÿï j (ìå åíäéÜìåŤõò áðü ôï [k]) áêïëïõèþíôáò ðñþôá Ýíá åëÜœéŸï ìïíïðÜôé áðü ôï i Ÿï k êáé ìåôÜ Ýíá åëÜœéŸï ìïíïðÜôé áðü ôï k Ÿï j (ìå åíäéÜìåŤõò áðü ôï [k − 1]).

Áðü ôá ðáñðÜíù ðñïêýðôåé üôé

L^{(k)}_{ij} = min { L^{(k−1)}_{ij} , L^{(k−1)}_{ik} + L^{(k−1)}_{kj} } êáé Üñá, áðü ôïí ôñüðï õðïëïãéŘïý ôùí ðéíÜêùí A^{(k)}, Ýœïõìå A(k)_{ij} = L^{(k)}_{ij} , ãéá êÜèå i, j = 1, . . . , n, k = 0, . . . , n. � ÌðïñåSS êáíåSSò åýêïëá íá äåSS üôé ï áëãüñéèìïò Floyd-Warshall ðïõ ðåñéãñÜøáìå ðáSSñíåé ðåñSSðïõ n^3 õðïëïãéŸéêÜ âÞìáôá ãéá íá ôåëåéþĞé.

x3. ÌïíïðÜôéá êáé êõêëþìáôá Euler êáé Hamilton

3.1 ÃåíéêÜ

ÌïíïðÜôé Euler (áíô. êýêëùìá Euler) ïíïìÜæåôáé Ýíá ìïíïðÜôé (áíô. êýêëùìá) ðïõ ðåñíÜåé áêñéâþò ìSSá öïñÜ áðü êÜèå áêìÞ ôïõ ãñáöÞìáôïò.

ÌïíïðÜôé Hamilton (áíô. êýêëùìá Hamilton) ïíïìÜæåôáé Ýíá ìïíïðÜôé (áíô. êýêëùìá) ðïõ ðåñíÜåé áêñéâþò ìSSá öïñÜ áðü êÜèå êïñõöÞ ôïõ ãñáöÞìáôïò.

Äåí Ýœåé êÜèå ãñÜöçìá G êýêëùìá Þ ìïíïðÜôé Euler Þ Hamilton. Åí ãÝíåé åSSíáé ðïëý äýŐïëï íá äþĞé êáíåSSò œñÞŊìåò áíáãêáSSåò êáé éêáíÝò ŽíèÞêåò ãéá ôçí ýðáñîç ìïíïðáôéïý Þ êõêëþìáôïò Hamilton. ÅðSSŁò áðü õðïëïãéŸéêÞ Üðïøç ç åýñåŁìïíïðáôéïý Þ êõêëþìáôïò Hamilton åSSíáé Ýíá ðïëý äýŐïëï ðñüâëçìá. ÁíÞêåé Ÿçí êëÜŁôùí ëåãïìÝíùí NP-ðëÞñùí ðñïâëçìÜôùí ãéá ôá ïðïSSá ðéŸåýôáé üôé äåí åðéäÝœïíôáé ëýŁ Ğðïëõùíõìéêü œñüíï. Ãéá ôï ŽãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá, ôçò ýðáñîçò Þ üœé ìïíïðáôéïý Hamilton ĞÝíá ãñÜöçìá G ìå n êïñõöÝò ðéŸåýåôáé éĲõñÜ üôé äåí õðÜñœåé áëãüñéèìïò ðïõ, ðáSSñíïíôáò Ćí åSSŤäï ôï ôõœüí ãñÜöçìá G, ìáò áðáíôÜåé ÍÁÉ áí ôï ãñÜöçìá Ýœåé ìïíïðÜôé Hamilton êáé ÏŒÉ áëëéþò, êáé, åðéðëÝïí ï œñüíïò ðïõ ðáSSñíåé (ï áñéèìüò ôùí \âçìÜôùí") åSSíáé öñáãìÝíïò Üíù áðü ìéá ŽíÜñôçŁôçò ìïñöÞò n^C üðïõ C åSSíáé ìéá, åíäåœïìÝíùò ìåãÜëç, ŸáèåñÜ (äåí åîáñôÜôáé äçë. áðü ôï n).

ÁëëÜ, ðáñÜ ôéò éĲõñÝò åíäåSSîåéò üôé áõôü ŽìâáSSíåé, áõôü äåí Ýœåé áðïäåéœèåSS áêüìç. Åíá Üëëï áîéïŁìåSSùôï ðïõ áöïñÜ ôá NP-ðëÞñç ðñïâëÞìáôá åSSíáé üôé áõôÜ åSSíáé áëëçëÝíäåôá ìå ôçí åîÞò Ýííïéá: áí Ýíá áðü áõôÜ äåéœèåSS üôé ëýíåôáé Ğðïëõùíõìéêü œñüíï, ôüôå üëá ëýíïíôáé. Áõôü âåâáSSùò ŽíåðÜãåôáé üôé êáé áí Ýíá áðü áõôÜ äåéœèåSS üôé äåí ëýíåôáé Ğðïëõùíõìéêü œñüíï ôüôå êáíÝíá äå ëýíåôáé. ÅðSSŁò, ç êëÜŁáõôÞ ðñïâëçìÜôùí ðåñéëáìâÜíåé åêáôïíôÜäåò ðñïâëÞìáôá ôá ïðïSSá Ýœïõí ðñïêýøåé ðïëý öõŊïëïãéêÜ. ÄåSSôå ãéá ðáñÜäåéãìá [2].

3.2 ÓõíèÞêåò ãéá êýêëùìá/ìïíïðÜôé Euler

Ç êáôÜŸáŁåSSíáé ôåëåSSùò äéáöïñåôéêÞ ãéá ìïíïðÜôéá êáé êõêëþìáôá Euler. Åœïõìå ôï åîÞò áðëü (êáé Ÿç äéáôýðùŁ, êáé Ÿçí áðüäåéîç) èåþñçìá.

Èåþñçìá 2 (á) Åíá Žíåêôéêü ãñÜöçìá G Ýœåé êýêëùìá Euler áí êáé ìüíï áí üëåò ïé êïñõöÝò ôïõ G Ýœïõí Üñôéï âáèìü.

(â) Åíá Žíåêôéêü ãñÜöçìá G Ýœåé ìïíïðÜôé Euler áí êáé ìüíï áí üëåò ïé êïñõöÝò ôïõ G Ýœïõí Üñôéï âáèìü Þ üëåò ïé êïñõöÝò ôïõ G åêôüò áðü áêñéâþò 2 Ýœïõí Üñôéï âáèìü.

Áðüäåéîç ôïõ (á): Áí ôï G Ýœåé êýêëùìá Euler π : v_1 −→ · · · −→ v_n = v1, ôüôå êÜèå öïñÜ ðïõ êÜðïéá êïñõöÞ v åìöáíSSæåôáé Ÿï π \ìðáSSíïõìå" Ÿï v êéíïýìåíïé ðÜíù Ÿï π êáé ìåôÜ \âãáSSíïõìå" áðü ôï v, œñçŊìïðïéþíôáò ÝôŊŽíïëéêÜ 2 áðü ôéò áêìÝò ðïõ êáôáëÞãïõí Ÿï v, ïé ïðïSSåò äåí ðñüêåéôáé íá îáíáœñçŊìïðïéçèïýí, áöïý ôï π ðåñíÜåé áðü êÜèå áêìÞ áêñéâþò ìéá öïñÜ. Ìå ôïí ôñüðï áõôü (äçë. Ğæåýãç ðÜíôá) œñçŊìïðïéïýíôáé üëåò ïé áêìÝò ôïõ v, Üñá ôï v Ýœåé Üñôéï âáèìü.

ÁíôSSŸñïöá ôþñá, ÝŸù üôé üëåò ïé êïñõöÝò ôïõ G Ýœïõí Üñôéï âáèìü. ÅðéëÝãïõìå ìéá ïðïéáäÞðïôå êïñõöÞ v_1 ùò ðñþôç êïñõöÞ ôïõ êõêëþìáôïò Euler ðïõ èá êáôáŐåõÜŤõìå. ÅðéëÝãïõìå ìéá ôõœïýĆáêìÞ e_1 ôïõ v êáé öåýãïõìå ìÝ§áõôÞò áðü ôçí êïñõöÞ v_1 êáôáëÞãïíôáò ĞêÜðïéá v_2. ÏðïôåäÞðïôå œñçŊìïðïéïýìå ìéáí áêìÞ ôç Łìåéþíïõìå þŸå íá ìçí ôçí îáíáœñçŊìïðïéÞŤõìå. Áðü ôçí v_2 êáé ìåôÜ ŽíåœSSæïõìå ìå ôïí SSäéï ôñüðï, äçë. åðéëÝãïõìå ìéá ïðïéáäÞðïôå ìç œñçŊìïðïéçìÝíç áðü ôéò áêìÝò ôçò ôñÝœïõĆò êïñõöÞò êáé öåýãïõìå ìÝ§áõôÞò. ÊÜðïéá ŸéãìÞ äå èá ìðïñïýìå ðëÝïí íá ôï êÜíïõìå áõôü, äçë. Ýœïõìå öôÜĞé Ğìéá êïñõöÞ v êáé äå ìðïñïýìå ðëÝïí íá öýãïõìå áðü áõôÞ ãéáôSS üëåò ïé áêìÝò ôçò Ýœïõí Þäç œñçŊìïðïéçèåSS. ÁõôÞ ðñÝðåé ôüôå íá åSSíáé ç v_1 ãéáôSS Ğüëåò ôéò Üëëåò êïñõöÝò œñçŊìïðïéïýìå ôéò áêìÝò ôïõò áíÜ æåýãç (ìéá ãéá íá ìðïýìå, êáé ìéá ãéá íá âãïýìå) êáé áöïý üëïé ïé âáèìïSS åSSíáé Üñôéïé åSSíáé åýêïëï íá äåé êáíåSSò üôé ïðïôåäÞðïôå öôÜŤõìå Ğìéá êïñõöÞ Üëëç áðü ôç v_1 ðÜíôá Ýœïõìå ôç äõíáôüôçôá íá öýãïõìå.

Áí ôþñá (Ýœïõìå îáíáãõñSSĞé Ÿï v_1) ôï êýêëùìá ðïõ Ýœïõìå äéáíýĞé Ýœåé œñçŊìïðïéÞĞé üëåò ôéò áêìÝò ôïõ ãñáöÞìáôïò Ýœïõìå âñåé Ýíá êýêëùìá Euler êáé Ýœïõìå ôåëåéþĞé. Áëëéùò, õðÜñœåé áíáãêáŸéêÜ ìéá êïñõöÞ u ðÜíù Ÿï êýêëùìá (ÝŸù π) ðïõ Ýœïõìå öôéÜîåé ìéá áêìÞ ôçò ïðïSSáò äåí Ýœåé œñçŊìïðïéçèåSS (áëëéùò ïé êïñõöÝò ðïõ áìöáíSSæïíôáé Ÿï π èá Þôáí áŹíäåôåò ìå ôéò õðüëïéðåò êïñõöÝò). Îáíáîåêéíïýìå ôþñá ôçí SSäéá äéáäéêáŇá ìå áñœéêÞ êïñõöÞ ôçí u êáé ðáñÜãïõìå ÝôŊÜëëï Ýíá êýêëùìá ôïõ ïðïSSïõ üëåò ïé áêìÝò åSSíáé îÝíåò áðü áõôÝò ôïõ ðñþôïõ êõêëþìáôïò (áëëÜ ìðïñïýí áõôÜ ôá äýï íá Ýœïõí êïéíÝò êïñõöÝò{ áõôü äå ìáò åíïœëåSS). ÐáñáôçñåSSŸå üôé, áöïý ôï ðñþôï êýêëùìá π Ýœåé œñçŊìïðïéÞĞé Üñôéï Üñéèìü áðü áêìÝò áðü êÜèå êïñõöÞ, áí âãÜëïõìå áðü ôï G ôéò áêìÝò ôïõ π üëåò ïé êïñõöÝò åîáêïëïõèïýí íá Ýœïõí Üñôéï âáèìü, Üñá éĲýïõí Ÿçí êáôáŐåõÞ ôïõ 2ïõ êõêëþìáôïò üĆSSĲõáí êáé Ÿï 1ï.

ÁõôÜ ôá äýï êõêëþìáôá ôá åíþíïõìå ĞÝíá üðùò öáSSíåôáé Ÿï ðáñáêÜôù ĲÞìá 9.

Figure 9: Ðþò åíþíïíôáé äýï êõêëþìáôá ìå êïéíÞ êïñõöÞ ôçí u.

Äéáíýïõìå äçë. ðñþôá ôï Ýíá áðü ôá äýï îåêéíþíôáò áðü ôï u êáé ìåôÜ ôï Üëëï êáé êáôáëÞãïõìå ðÜëé Ÿï u. ÅôŊ, áíÜ ðÜĆŸéãìÞ Ÿçí êáôáŐåõÞ Ýœïõìå Ýíá êýêëùìá. Ç äéáäéêáŇá áõôÞ ôåëåéþíåé áêñéâþò ôüôå ðïõ üëåò ïé áêìÝò Ýœïõí œñçŊìïðïéçèåSS, ïðüôå êáé ôï êýêëùìá åSSíáé êýêëùìá Euler. � Ç áðüäåéîç ôïõ (â) åSSíáé åíôåëþò ðáñüìïéá êáé áöÞíåôáé ùò ÜŐçŁ.

x4. ŒñùìáôéŘïSS

4.1 ÏñéŘïSS

Åíáò œñùìáôéŘüò åíüò Žíüëïõ A ìå r œñþìáôá èá åSSíáé ìéá ŽíÜñôçŁ χ : A → [r] = {1, . . . , r}. ÁíôSS íá áíáöåñüìáŸå äçë. Ÿá œñþìáôá ìå ÜŢñï, êüêêéíï, êëð, ôá áñéèìïýìå áðëþò êáé ðñïĚéïñSSæïõìå ôï ðüĆåSSíáé.

ÅŸù G = (V, E) Ýíá ãñÜöçìá.

Åíáò œñùìáôéŘüò êïñõöþí ôïõ G ìå r œñþìáôá åSSíáé ìéá ŽíÜñôçŁχ : V → [r] ôÝôïéá þŸå ∀u, v ∈ V : u ∼ v =⇒ χ(u) ≠ χ(v). ÊïñõöÝò ðïõ åíþíïíôáé ìå áêìÝò äçë. ðñÝðåé íá ðÜñïõí áíáãêáŸéêÜ äéáöïñåôéêü œñþìá.

ÏìïSSùò œñùìáôéŘüò áêìþí ôïõ G ìå r œñþìáôá åSSíáé ŽíÜñôçŁχ : E → [r] ô.þ. ∀e, e^′ ∈ E : e ∼ e^′ =⇒ χ(e) ≠ χ(e^′). Äçë. áêìÝò ðïõ Ýœïõí êïéíÞ êïñõöÞ ðñÝðåé íá ðÜñïõí äéáöïñåôéêü œñþìá.

Ðñïöáíþò ìðïñïýìå ðÜíôá íá œñùìáôSSŤõìå ôéò êïñõöÝò åíüò ãñáöÞìáôïò ìå n êïñõöÝò œñçŊìïðïéþíôáò n œñþìáôá, Ýíá ãéá êÜèå êïñõöÞ. Ôï æçôïýìåíï åSSíáé áí ìðïñïýìå íá êÜíïõìå ôï SSäéï ìå ëSSãá œñþìáôá.

Ï œñùìáôéêüò áñéèìüò χ(G) åíüò ãñáöÞìáôïò åSSíáé ï åëÜœéŸïò öõŊêüò r ãéá ôïí ïðïSSï õðÜñœåé Ýíáò œñùìáôéŘüò êïñõöþí ôïõ G.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, ôï ðëÞñåò ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò œñåéÜæåôáé n œñþìáôá (χ(K_n) = n), åíþ ôï êåíü ãñÜöçìá œñåéÜæåôáé Ýíá ìüíï (χ(E_n) = 1).

ÁŐçŁ5 ÄåSSîôå üôé χ(Cn) = 2 áí n Üñôéïò êáé 3 áí n ðåñéôôüò.

4.2 ÅêôéìÞĞéò ãéá ôï œñùìáôéêü áñéèìü

Èá äþŤõìå Ýíá Üíù öñÜãìá ãéá ôï χ(G) ĞĲÝŁìå ôï ìÝãéŸï âáèìü ôùí êïñõöþí ôïõ êáé Ýíá êÜôù öñÜãìá ĞĲÝŁìå ôï ðüŤìåãÜëá ðëÞñç õðïãñáöÞìáôá Ýœåé. ÁñœSSæïõìå ìå ôï êÜôù öñÜãìá ðïõ åSSíáé ðñïöáíÝò.

Èåþñçìá 3 Áí ôï G Ýœåé Ýíá õðïãñÜöçìá éŤìïñöéêü ìå ôï Ks ôüôå χ(G) ≥ s. Áí äçë. ôï G Ýœåé s êïñõöÝò ðïõ üëåò ŽíäÝïíôáé ìåôáîý ôïõò ôüôå œñåéáæüìáŸå ôïõëÜœéŸïí s œñþìáôá ãéá íá œñùìáôSSŤõìå ôéò êïñõöÝò ôïõ G, ðïõ åSSíáé öáíåñü.

Ôï Üíù öñÜãìá åSSíáé ðéï åíäéáöÝñïí.

Èåþñçìá 4 Áí üëåò ïé êïñõöÝò ôïõ G Ýœïõí âáèìü ≤ d ôüôå χ(G) ≤ d + 1. Áðüäåéîç: Ìå åðáãùãÞ ùò ðñïò ôï ðëÞèïò êïñõöþí n ôïõ G. Ãéá n = 1 åSSíáé öáíåñü.

ÅŸù G Ýíá ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò êáé ìÝãéŸï âáèìü d êáé ÝŸù u ïðïéáäÞðïôå êïñõöÞ ôïõ G. ÏñSSæïõìå G^′ íá åSSíáé ôï õðïãñÜöçìá ôïõ G ðïõ ðñïêýðôåé áí äéáãñÜøïõìå ôçí êïñõöÞ u êáé üëåò ôéò áêìÝò ôçò. Áõôü Ýœåé n − 1 êïñõöÝò êáé ìÝãéŸï âáèìü üœé ìåãáëýôåñï áðü ðñéí, Üñá ≤ d. Óõíåðþò, áðü ôçí åðáãùãéêÞ ìáò õðüèåŁ, χ(G^′) ≤ d + 1, äçë. ìðïñïýìå íá œñùìáôSSŤõìå ôéò êïñõöÝò ôïõ G^′ ìå ôá œñþìáôá 1, 2, . . . , d + 1.

ÅŸù ôþñá ïé ãåSSôïíåò ôçò u Ÿï G^′, u_1, . . . , u_k, ìå k ≤ d. Áñá õðÜñœåé êÜðïéï áðü ôá œñþìáôá 1, 2, . . . , d+ 1 ðïõ äåí Ýœåé œñçŊìïðïéçèåSS Ÿï œñùìáôéŘü ôùí u_1, . . . , u_k, ÝŸù ôï œñþìá c. ŒñùìáôSSæïõìå ôüôå ôçí êïñõöÞ u ìå ôï œñþìá c êáé êñáôÜìå ôá œñþìáôá ôùí õðïëïSSðùí êïñõöþí üðùò Ÿï œñùìáôéŘü ôïõ G^′. Åœïõìå ÝôŊ êáôáŐåõÜĞé Ýíá œñùìáôéŘü ôïõ G ìå d + 1 œñþìáôá. � x5. Ôï èåþñçìá ôïõ ÃÜìïõ

5.1 ÓõŸÞìáôá ÎÝíùí Áíôéðñïđðùí

ÅŸù X Ýíá ðåðåñáŘÝíï Þ Üðåéñï Źíïëï êáé A_1, . . . , A_n ⊆ X Ýíá ŹŸçìá õðïŽíüëùí ôïõ X. Ãéá áðëüôçôá ìðïñïýìå íá èåùñÞŤõìå üôé üëá ôá Źíïëá åSSíáé ðåðåñáŘÝíá áí êáé üëåò ïé áðïäåSSîåéò éĲýïõí êáé ãéá Üðåéñá Źíïëá.

ÏñéŘüò: Ôá ŸïéœåSSá x1 ∈ A1, . . . , xn ∈ An ïíïìÜæïíôáé Ýíá ŹŸçìá îÝíùí áíôéðñïđðùí (ÓÎÁ) ãéá ôï ŹŸçìá Žíüëùí A_1, . . . , A_n áí ôá x_1, . . . , x_n åSSíáé üëá äéáöïñåôéêÜ.

Ôï ðñüâëçìá ðïõ èá ìáò áðáĲïëÞĞé åSSíáé íá âñïýìå ŽíèÞêåò ãéá ôçí ýðáñîç åíüò ÓÎÁ ãéá Ýíá ŹŸçìá Žíüëùí F = {A_1, . . . , A_n}. ÏñéŘüò: Ãéá êÜèå J ⊆ [n] ïñSSæïõìå

A(J) = A_F (J) = ⋃ j∈J A_j . Ï äåSSêôçò F èá ðáñáëåSSðåôáé üôáí äåí õðÜñœåé ðñüâëçìá ŹãœéŁò.

ÅSSíáé öáíåñü ðùò áí ôï ŹŸçìá F Ýœåé Ýíá ÓÎÁ {x_1, . . . , x_n} ôüôå Ýœïõìå ∀J ⊆ [n] : |A(J)| ≥ |J|. (4) Áõôü ãéáôSS ôï Źíïëï A(J) ðåñéÝœåé ôïõëÜœéŸïí ôá x_j , j ∈ J, ôá ïðïSSá åî ïñéŘïý åSSíáé üëá äéáöïñåôéêÜ.

Ç ŽíèÞêç (4) ëÝãåôáé ŽíèÞêç ôïõ Hall êáé ôï åðüìåíï èåþñçìá ìáò ëÝåé üôé åêôüò áðü áíáãêáSSá åSSíáé êáé éêáíÞ ãéá ôçí ýðáñîç åíüò ÓÎÁ ãéá ôï ŹŸçìá Žíüëùí F.

Èåþñçìá 5 (Ôï èåþñçìá ôïõ ÃÜìïõ) Ôï ŹŸçìá Žíüëùí F Ýœåé ÓÎÁ áí êáé ìüíï áí éĲýåé ç ŽíèÞêç ôïõ Hall (4).

Áðüäåéîç: ÅðáãùãÞ ùò ðñüò n. Ãéá n = 1 ôï èåþñçìá åSSíáé ðñïöáíÝò. ÕðïèÝôïõìå ðùò éĲýåé ìÝœñé êáé

n − 1. ÅŸù F = {A_1, . . . , A_n} Ýíá ŹŸçìá õðïŽíüëùí ôïõ X ðïõ éêáíïðïéåSS ôçí (4). Åíá Źíïëï J ⊂ [n], J ≠ ∅, [n], ëÝãåôáé êñSSŊìï áí |A(J)| = |J|.

ÐåñSSðôùŁ1ç: Äåí õðÜñœåé êñSSŊìï Źíïëï J.

Áðü ôçí (4) ôï A_1 Ýœåé ôïõëÜœéŸïí Ýíá ŸïéœåSSï, ÝŸù x_1. Èåùñïýìå ôþñá ôï ŹŸçìá õðïŽíüëùí ôïõ X \ {x_1} F^′ = {A^′_2, . . . , A^′_n}, ìå A^′_j = A_j \{x_1}, j = 2, . . . , n. ÅŸù J ⊆ {2, . . . , n}. Áöïý ôï J äåí åSSíáé êñSSŊìï ãéá ôï ŹŸçìá F Ýœïõìå |A_F0(J)| ≥ |A_F (J)| − 1 > |J| − 1 ≥ |J|, Üñá ç ŽíèÞêç ôïõ Hall (4) éĲýåé ãéá ôï ŹŸçìá F^′. Áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåŁõðÜñœåé Ýíá ÓÎÁ x_2, . . . , x_n ãéá ôï F^′. ÅSSíáé åýêïëï ôüôå íá äåSS êáíåSSò ðùò ôá x_1, x_2, . . . , x_n åSSíáé Ýíá ÓÎÁ ãéá ôï F.

ÐåñSSôùŁ2ç: ÕðÜñœåé êÜðïéï êñSSŊìï Źíïëï.

ÅŸù J Ýíá êñSSŊìï Źíïëï ìå ôï åëÜœéŸï äõíáôü ìÝãåèïò. Ãéá áðëïýŸåõŁìðïñïýìå íá èåùñÞŤõìå üôé J = {1, . . . , k}. Åœïõìå ôüôå |A(J)| = |J|. Áöïý ç ŽíèÞêç ôïõ Hall éĲýåé ãéá ôï ŹŸçìá F åSSíáé öáíåñü üôé èá éĲýåé êáé ãéá ôï ŹŸçìá A_1, . . . , A_k õðïŽíüëùí ôïõ A(J). Áöïý k < n ŽìðåñáSSíïõìå áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåŁðùò õðÜñœåé ÓÎÁ x_1, . . . , x_k ∈ A(J) ãéá ôá A_1, . . . , A_k.

Èá äåSSîïõìå üôé õðÜñœåé êáé Ýíá ÓÎÁ ãéá ôá Źíïëá A_{k+1}, . . . , A_n ìå üëïõò ôïõò áíôéðñïđðïõò /∈ A(J), êáé ÝôŊèá Ýœåé ïëïêëçñùèåSS ç áðüäåéîç. Ãé’áõôü èá äåSSîïõìå üôé éĲýåé ç ŽíèÞêç ôïõ Hall ãéá ôï ŹŸçìá F^′ = { A^′_{k+1}, . . . , A^′_n } õðïŽíüëùí ôïõ X \ A(J), ìå A^′_j = A_j \ A(J), j = k + 1, . . . , n. ÅŸù ëïéðüí I ⊆ {k + 1, . . . , n}. ÐñÝðåé íá äåSSîïõìå |A_F0(I)| ≥ |I|.

Áðü ôç ŽíèÞêç ôïõ Hall ãéá ôï áñœéêü ŹŸçìá F Ýœïõìå |A_F (I ∪ J)| ≥ |I ∪ J| = |I| + |J|. ÁëëÜ åSSíáé öáíåñü üôé åðSSŁò Ýœïõìå

A_F (I ∪ J) = A_F0(I) ∪ A_F (J) (îÝíç ÝíùŁ).

Åðåôáé üôé |A_F0(I)| = |A_F (I ∪ J)| − |A_F (J)| = |A_F (I ∪ J)| − |J| ≥ |I ∪ J| − |J| = |I| + |J| − |J| = |I|, ðïõ åSSíáé áõôü ðïõ èÝëáìå íá äåSSîïõìå. Áñá ôï ŹŸçìá F^′ Ýœåé ÓÎÁ ôïõ ïðïSSïõ ç ÝíùŁìå ôï ÓÎÁ {x_1, . . . , x_k} ôïõ ŽŸÞìáôïò A_1, . . . , A_k, ìáò äSSíåé Ýíá ÓÎÁ ãéá ôï áñœéêü ŹŸçìá F. � ÁŐçŁ6 ÅŸù A1, . . . , An ⊆ X Ýíá ŹŸçìá õðïŽíüëùí ìå ôçí éäéüôçôá üôé ãéá êÜèå J ⊆ [n] |A(J)| ≥ |J| − r, ãéá êÜðïéï Ÿáèåñü öõŊêü áñèìü r. ÄåSSîôå üôé ìðïñåSS êáíåSSò íá äéáëÝîåé n − r áðü ôá õðïŹíïëá áõôÜ ôá ïðïSSá Ýœïõí ÓÎÁ.

5.2 ÔáéñéÜŘáôá ĞäéìåñÞ ãñáöÞìáôá

ÅŸù Ýíá ŹŸçìá A_1, . . . , A_n õðïŽíüëùí ôïõ X. Óå áõôü áíôéŸïéœSSæïõìå, êáôÜ ìïíáäéêü ôñüðï, ôï åîÞò äéìåñÝò ãñÜöçìá: Źíïëï áñéŸåñþí êïñõöþí åSSíáé ïé A_1, . . . , A_n êáé Źíïëï äåîéþí êïñõöþí åSSíáé ôï X. Åíþíïõìå ôçí áñéŸåñÞ êïñõöÞ A_i ìå ôç äåîéÜ êïñõöÞ x áí êáé ìüíï áí x ∈ A_i. ÅSSíáé öáíåñü üôé Ğ äéáöïñåôéêÜ ŽŸÞìáôá õðïŽíüëùí ôïõ X áíôéŸïéœïýí äéáöïñåôéêÜ äéìåñÞ ãñáöÞìáôá êáôáŐåõáŘÝíá êáôÜ áõôüí ôïí ôñüðï êáé åSSíáé åðSSŁò öáíåñü ðþò íá êáôáŐåõÜŤõìå Ýíá ŹŸçìá õðïŽíüëùí üôáí ìáò äþŤõí Ýíá äéìåñÝò ãñÜöçìá. Ç Ýííïéá ôïõ ÓÎÁ ìåôáöñÜæåôáé ëïéðüí Ÿç ãëþŮá ôùí äéìåñþí ãñáöçìÜôùí ùò åîÞò. ÏñéŘüò: Åíá ôáSSñéáŘá (áðü áñéŸåñÜ ðñïò ôá äåîéÜ) åíüò äéìåñïýò ãñáöÞìáôïò G = (A ∪ B, E) (ìå Źíïëï áñéŸåñþí êïñõöþí ôï A êáé Źíïëï äåîéþí êïñõöþí ôï B) åSSíáé ìSSá 1-1 áðåéêüíéŁf : A → B ôÝôïéá þŸå ãéá êÜèå a ∈ A: a ∼ f(a).

Äåí Ýœïõí üëá ôá äéìåñÞ ãñáöÞìáôá êÜðïéï ôáSSñéáŘá. Ð.œ. ôï ãñÜöçìá ôïõ Óœ. 3 äåí Ýœåé êáíÝíá ãéá ðñïöáíåSSò ëüãïõò. ÅðSSŁò êÜèå äéìåñÝò ãñÜöçìá ìå ëéãüôåñåò äåîéÝò êïñõöÝò áð’üôé áñéŸåñÝò äå ìðïñåSS öõŊêÜ íá Ýœåé ôáSSñéáŘá (áðü áñéŸåñÜ ðñïò ôá äåîéÜ). Ìå ëSSãç ŐÝøç ìðïñïýìå íá ðåéŸïýìå üôé Ýíá äéìåñÝò ãñÜöçìá Ýœåé ôáSSñéáŘá áí êáé ìüíï áí ôï áíôSSŸïéœï (ìå ôçí Ýííïéá ðïõ ïñSSĆìå ðáñáðÜíù) ŹŸçìá õðïŽíüëùí ôùí äåîéþí êïñõöþí Ýœåé ÓÎÁ.

ÏñéŘüò: Óå Ýíá äéìåñÝò ãñÜöçìá, ãéá êÜèå Źíïëï J áñéŸåñþí êïñõöþí, ŽìâïëSSæïõìå ìå A(J) ôï Źíïëï üëùí ôùí äåîéþí êïñõöþí ðïõ åíþíïíôáé ìå êÜðïéá êïñõöÞ áðü ôï J.

Ôï èåþñçìá ôïõ ÃÜìïõ ðáSSñíåé ëïéðüí ôçí åîÞò ìïñöÞ ãéá äéìåñÞ ãñáöÞìáôá:

Èåþñçìá 6 Ôï äéìåñÝò ãñÜöçìá G = (A ∪ B, E) Ýœåé ôáSSñéáŘá áðü ôï A Ÿï B áí êáé ìüíï áí ∀J ⊆ A : |A(J)| ≥ |J|. 5.3 ÔáéñéÜŘáôá ĞêáíïíéêÜ äéìåñÞ ãñáöÞìáôá.

Ìéá åýêïëç ŽíÝðåéá ôïõ èåùñÞìáôïò ôïõ ÃÜìïõ åSSíáé ç åîÞò:

Èåþñçìá 7 ÊÜèå êáíïíéêü äéìåñÝò ãñÜöçìá Ýœåé ôáSSñéáŘá.

Áðüäåéîç: ÅŸù üôé ôï G = (A ∪ B, E) åSSíáé r-êáíïíéêü, r ≥ 1. Èá áðïäåSSîïõìå üôé éĲýåé ç õðüèåŁôïõ ÈåùñÞìáôïò 6. ÅŸù J ⊆ A êáé E_1 ôï Źíïëï ôùí áêìþí ðïõ îåêéíïýí áðü êÜðïéá êïñõöÞ ôïõ J. ÅðåéäÞ ôï G åSSíáé r-êáíïíéêü Ýœïõìå üôé |E_1| = r|J|.

ÅŸù åðSSŁò E_2 ôï Źíïëï ôùí áêìþí ðïõ êáôáëÞãïõí ĞêÜðïéá áðü ôéò êïñõöÝò ôïõ A(J), äçë. ĞêÜðïéï áðü ôïõò ãåSSôïíåò ôïõ J. ÎáíÜ Ýœïõìå |E_2| = r|A(J)|.

ÁëëÜ ðñïöáíþò éĲýåé E_1 ⊆ E_2. Áñá r|J| ≤ r|A(J)|, ôï ïðïSSï ŽíåðÜãåôáé |A(J)| ≥ |J|. � x6. ÂéâëéïãñáöSSá

[1] P.J. Cameron, Combinatorics: topics, techniques, algorithms, Cambridge Univ. Press, 1994. [2] M.R. Garey and D.S. Johnson, Computers and intractability. A guide to the theory of NP-completeness.

W. H. Freeman and Co., San Francisco, Calif., 1979.