Ôï èåþñçìá ôïõ ÃÜìïõ

17 ÌáñôSSïõ, 1998 ÓõìâïëéŘïSS: Ìå [n] ŽìâïëSSæïõìå ôï Źíïëï {1, . . . , n}. Ìå |K| ŽìâïëSSæïõìå ôï ðëÞèïò ôùí ŸïéœåSSùí ôïõ Žíüëïõ K.

ÅŸù X Ýíá ðåðåñáŘÝíï Þ Üðåéñï Źíïëï êáé A_1, . . . , A_n ⊆ X Ýíá ŹŸçìá õðïŽíüëùí ôïõ X. Ãéá áðëüôçôá ìðïñïýìå íá èåùñÞŤõìå üôé üëá ôá Źíïëá åSSíáé ðåðåñáŘÝíá áí êáé üëåò ïé áðïäåSSîåéò éĲýïõí êáé ãéá Üðåéñá Źíïëá.

ÏñéŘüò: Ôá ŸïéœåSSá x_1 ∈ A_1, . . . , x_n ∈ A_n ïíïìÜæïíôáé Ýíá ŹŸçìá îÝíùí áíôéðñïđðùí (ÓÎÁ) ãéá ôï ŹŸçìá Žíüëùí A_1, . . . , A_n áí ôá x_1, . . . , x_n åSSíáé üëá äéáöïñåôéêÜ.

Ôï ðñüâëçìá ðïõ èá ìáò áðáĲïëÞĞé åSSíáé íá âñïýìå ŽíèÞêåò ãéá ôçí ýðáñîç åíüò ÓÎÁ ãéá Ýíá ŹŸçìá Žíüëùí F = {A_1, . . . , A_n}. ÏñéŘüò: Ãéá êÜèå J ⊆ [n] ïñSSæïõìå

A(J) = A_F (J) = ⋃ j∈J A_j . Ï äåSSêôçò F èá ðáñáëåSSðåôáé üôáí äåí õðÜñœåé ðñüâëçìá ŹãœéŁò.

ÅSSíáé öáíåñü ðùò áí ôï ŹŸçìá F Ýœåé Ýíá ÓÎÁ {x_1, . . . , x_n} ôüôå Ýœïõìå ∀J ⊆ [n] : |A(J)| ≥ |J|. (1) Áõôü ãéáôSS ôï Źíïëï A(J) ðåñéÝœåé ôïõëÜœéŸïí ôá x_j , j ∈ J, ôá ïðïSSá åî ïñéŘïý åSSíáé üëá äéáöïñåôéêÜ.

Ç ŽíèÞêç (1) ëÝãåôáé ŽíèÞêç ôïõ Hall êáé ôï åðüìåíï èåþñçìá ìáò ëÝåé üôé åêôüò áðü áíáãêáSSá åSSíáé êáé éêáíÞ ãéá ôçí ýðáñîç åíüò ÓÎÁ ãéá ôï ŹŸçìá Žíüëùí F.

Ôï èåþñçìá ôïõ ÃÜìïõ: Ôï ŹŸçìá Žíüëùí F Ýœåé ÓÎÁ áí êáé ìüíï áí éĲýåé ç ŽíèÞêç ôïõ Hall (1).

Áðüäåéîç. ÅðáãùãÞ ùò ðñüò n. Ãéá n = 1 ôï èåþñçìá åSSíáé ðñïöáíÝò. ÕðïèÝôïõìå ðùò éĲýåé ìÝœñé êáé n − 1. ÅŸù F = {A_1, . . . , A_n} Ýíá ŹŸçìá õðïŽíüëùí ôïõ X ðïõ éêáíïðïéåSS ôçí (1). Åíá Źíïëï J ⊂ [n], J ≠ ∅, [n], ëÝãåôáé êñSSŊìï áí |A(J)| = |J|.

ÐåñSSðôùŁ1ç: Äåí õðÜñœåé êñSSŊìï Źíïëï J. Áðü ôçí (1) ôï A_1 Ýœåé ôïõëÜœéŸïí Ýíá ŸïéœåSSï, ÝŸù x_1. Èåùñïýìå ôþñá ôï ŹŸçìá õðïŽíüëùí ôïõ X \ {x_1} F^′ = {A^′_2, . . . , A^′_n}, ìå A^′_j = A_j \ {x_1}, j = 2, . . . , n. ÅŸù J ⊆ {2, . . . , n}. Áöïý ôï J äåí åSSíáé êñSSŊìï ãéá ôï

ŹŸçìá F Ýœïõìå |A_F 0 (J)| ≥ |A_F (J)| − 1 > |J| − 1 ≥ |J|, Üñá ç ŽíèÞêç ôïõ Hall (1) éĲýåé ãéá ôï ŹŸçìá F^′. Áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåŁõðÜñœåé Ýíá ÓÎÁ x_2, . . . , x_n ãéá ôï F^′. ÅSSíáé åýêïëï ôüôå íá äåSS êáíåSSò ðùò ôá x_1, x_2, . . . , x_n åSSíáé Ýíá ÓÎÁ ãéá ôï F.

ÐåñSSôùŁ2ç: ÕðÜñœåé êÜðïéï êñSSŊìï Źíïëï. ÅŸù J Ýíá êñSSŊìï Źíïëï ìå ôï åëÜœéŸï äõíáôü ìÝãåèïò. Ãéá áðëïýŸåõŁìðïñïýìå íá èåùñÞŤõìå üôé J = {1, . . . , k}. Åœïõìå ôüôå |A(J)| = |J|. Áöïý ç ŽíèÞêç ôïõ Hall éĲýåé ãéá ôï ŹŸçìá F åSSíáé öáíåñü üôé èá éĲýåé êáé ãéá ôï ŹŸçìá A_1, . . . , A_k õðïŽíüëùí ôïõ A(J). Áöïý k < n ŽìðåñáSSíïõìå áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåŁðùò õðÜñœåé ÓÎÁ x_1, . . . , x_k ∈ A(J) ãéá ôá A_1, . . . , A_k.

Èá äåSSîïõìå üôé õðÜñœåé êáé Ýíá ÓÎÁ ãéá ôá Źíïëá A_{k+1}, . . . , A_n ìå üëïõò ôïõò áíôéðñïđðïõò /∈ A(J), êáé ÝôŊèá Ýœåé ïëïêëçñùèåSS ç áðüäåéîç. Ãé’áõôü èá äåSSîïõìå üôé éĲýåé ç ŽíèÞêç ôïõ Hall ãéá ôï ŹŸçìá F^′ = { A^′_{k+1}, . . . , A^′_n } õðïŽíüëùí ôïõ X \ A(J), ìå A^′_j = A_j \ A(J), j = k + 1, . . . , n. ÅŸù ëïéðüí I ⊆ {k + 1, . . . , n}. ÐñÝðåé íá äåSSîïõìå |A_F 0 (I)| ≥ |I|. Áðü ôç ŽíèÞêç ôïõ Hall ãéá ôï áñœéêü ŹŸçìá F Ýœïõìå |A_F (I ∪ J)| ≥ |I ∪ J| = |I| + |J|. ÁëëÜ åSSíáé öáíåñü üôé åðSSŁò Ýœïõìå

A_F (I ∪ J) = A_F 0 (I) ∪ A_F (J) (îÝíç ÝíùŁ).

Åðåôáé üôé |A_F 0 (I)| = |A_F (I ∪ J)| − |A_F (J)| = |A_F (I ∪ J)| − |J| ≥ |I ∪ J| − |J| = |I| + |J| − |J| = |I|, ðïõ åSSíáé áõôü ðïõ èÝëáìå íá äåSSîïõìå. Áñá ôï ŹŸçìá F^′ Ýœåé ÓÎÁ ôïõ ïðïSSïõ ç ÝíùŁìå ôï ÓÎÁ {x_1, . . . , x_k} ôïõ ŽŸÞìáôïò A_1, . . . , A_k, ìáò äSSíåé Ýíá ÓÎÁ ãéá ôï áñœéêü ŹŸçìá F. �